GRANICE I PRZEDZIALY UFNOSCI

Roman Nowak

Klasyczne przedziaty ufnosci

 konstrukcja neymanowska 1 inne podejscia klasyczne

e ich blaski 1 cienie
Bayesowskie przedziaty wiarogodnosci (credible intervals)
Limit na mas¢ czastki Higgsa
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Przedzial utnosci — wprowadzenie

Pomiar przekroju czynnego o = (/L€ 1 — oczekiwana
liczba zdarzen, £— efektywnos¢ detekcji, £ — Swietlnosc.

Poissonowski model z parametrem g dla liczby k zliczen.
Eksperyment — k= 3.
Jakie wartosci ¢ zgodzimy si¢ zaakceptowac?

P(k<3lu=5)=0,265  P(k>311=1,00)=0,082
P(k<31u=10)=0,010  P(k>311=0,50)=0,014
P(k<31u=13)=0,001  P(k>311=0,20)=0,001

Konkluzja: przedziat ufnosci ¢ € [0,5; 10,0] na
poziomie ufnosci 1 —a=1-0,010-0,014 =0,976

Jaka wartoS¢ & mam wybrac?
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Przedziat utnosci (Neyman, 1937)

Recepta:
e zmienna losowa X o rozktadzie f (x16),
e trzy zadane liczby: 0 < < 1 oraz 0 < 8 < ¥ < 1, takie ze:

y—-p=1-a,
e przy ustalonej wartosci 6, wynik x, pomiaru ustanawiamy
kwantylami x4i x,rzedu f irzedu y rozktadu f(x16):
P(x<x,10)=p0, P(x<x,160)=y
(kwantyl x, rzedu p to taka warto$¢ x, zmiennej X, ze P(X< x,) = p)

e rozwigzania obu rOwnan wzgledem 0, Wyznaczaja przedziat

ufnosci [ 6 ] na poziomie ufnosci 1 —

min?® max

l—a=P(x;<x<x,10)=P(0,,<6<6,. 1x) (77?)

min
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Konstrukcja Neymana

Przy ustalonej wartosci 6, wyznaczamy kwantyle xz1 x,;
P(Xﬁxﬁ |6?)=,6’, P(XSxyIQ)zy
Przyktad — rozktad wyktadniczy:

*p
P(Xﬁxﬁ|7)=ijexp(—;€jdx:ﬁ T T

Xg= —zIn(1-4)
X T """"" :
P()(S 'xy |T) — l j GXP(—Xj dx — 7/ Tmln _“-"_“1% -------------
‘o ’ Xp  Xo
X, = —tIn(1-7y)

Wykres konstruujemy ,,w poziomie”, przedziaty utnosci
odczytujemy ,,w pionie’.
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Dolna 1 gorna granica

Dolna granica obszaru ufnosci, gdy:
Xg=,—o0" (rzad f =0)

P(x<x,10)=y = 6¢€|6._. ,]
2'
jednostronny przedzial ufnosci

na poziomie ufnosci Y(=1- @)

Tmm

Gorna granica obszaru ufnosci, gdy:

T
xyz ”oo” (I‘ZELd 7/ — 1) max

P(x<x,10)=p0 = Oe|—,0__ ]

jednostronny przedzial ufnosci
na poziomie ufnoséci 1 — f(=1- )
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Dolna 1 gorna granica — przyktad

Wyznaczanie efektywnosci detektora

Model dwumianowy: prawdopodobienstwo k sukcesow
w n probach. Pozadamy oceny parametru p:

n n—1 - 1, k=n,

Rozwazny student:
B=0=P(k=0lp)=(1-p) =l-a = pe[o;l_n“l_“]

y=1=P(k<100lp)=p"=1-a = pe [\"/1—05;1]
Dlan=100oraz 1 - ¢=0,95: p_., = 0,03, p,.;., = 0,97

Jeszcze bardziej rozwazny student: a moze nalezatoby
wyznaczy¢ granice takze wtedy, gdy k=1, 2, 3, ...7
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Przedziat utnosci — interpretacja

Zapis konwencjonalny:
P(x;<x<x,10)=P(6

min

<0< _lIx,)=1-a

6
Tmax _______________________ g
54
--------- = eI
4 > R
ijn """""""""""" | I|I L | I||
. 0 :
I | I " m‘ "
Xpg X X, numer ‘pomiaru

Liczba 1 - o okresla prawdopodobienstwo:
e Ze przedziat [ 6., 6...], zawiera (pokrywa) parametr 6
a nie
e prawdopodobienstwo znalezienia parametru w tym przedziale!!!
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Odkrycie (przez pras¢) czastki Higgsa

Dwie hipotezy:
* H,—1stnieje czastka Higgs z masg okoto 115 GeV
* H, — czastka ta jest znacznie bardziej masywna lub nie istnie;j

Wynik doswiadczalny:
P(dane ,;ak sa” lub obserwacja bardziej ekstremalnalH,) = 1%

Prasa: P(Hldane) = 1%, ergo: P(H ldane) = 99%

P(AIB)#P(BIA)
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Przedziat utnosci — wariant I
Skoro y— =1 — &, mamy jeden parametr swobodny

Konwencja centralnego przedziatu

(04 (04
=, :1——
)i S

2
e zalecana (obok konwencji
uporzagdkowanego stosunku Aax ™
wiarogodnosci) przez PDG
e zastosowania ograniczone do AT
jednego parametru 1 jedne] Ain[ T
Zmienne; AproXy

 przedzialy niezmiennicze przy zamianie zmiennej
1 wspoOlzmiennicze przy reparametryzacii,

np. dla rozktadu wyktadniczego, 1 — =09, 7 =1, x, = 1:
przedziat centralny: 7€ [0,33; 19,50], A € [0,05; 3,0]
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Przedzial utnosci — wariant 11

Konwencja najkrotszego przedziatu
P(x<x,10)=y = 6_ =P ' (x,1-a+p),
P(x<x,10)=8 = 6. =P (x,,0),
mozemy wi¢c poszukiwac przedzialu o najkrotszej dlugosci
Oy — Orin = min ()
e defintowalny w przypadku wielu parametrow
e trudne obliczenia

e granice zaleza od parametryzacji
np. dla rozktadu wyktadniczego, 1 — =09, 7 =1, x, = 1:
przedziat centralny: 7€ [0,33; 19,50], A € [0,05; 3,0]
przedziat najkrétszy: 7€ [0; 9,5], A€ [0; 2,3]
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Przedzial utnosci — wariant 111

Konwencja rownej gestosci
L(xﬁ Il9) =L(x7 Il9)
y-p=l-o
L(xﬁ I6’) = L(xl—a+,8 I6’)

e zazwyczaj krotszy niz przedziaty
centralne

 defintowalny w przypadku
wielowymiarowym

e trudne obliczenia

e granice zaleza od zmiennej losowe;j

RIN Granice ...

11




Przedziat uftnosci — wariant 1V

Konwencja symetrycznego przedziatu:
0-0.=0_—6 6 ocena parametru 6

Atrakcyjny koncept, bo opisuje rodzaj symetryczne;
niepewnosci

e ograniczenie do jednego parametru
e trudne obliczenia

e granice nie sa wspolzmiennicze przy reparametryzacji
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Przedzial utnosci — pokrycie
Absolutnie niezbywalna wtasnos¢ w podejsciu klasycznym

Nie jest to problem dla zmiennej ciagie): P(xz< X<x)=1-

Zmienna dyskretna: P,(p) = p(1 — p)-1, przedziat centralny,

a=0,05, p=0,5:

In(1-a/2)
a =) =0,036
n(l-p)
_In(@2) _5 3
T n(l-p) 7

6

Pk, <k<k_,)=>"F (p)=0,984

pokrycie

1,0

0,9

MWM

- =0,95

0,0 0,5

parametr p

1,0

Z.goda na pokrycie nadmierne (konserwatywny przedziat)
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Parametr zaktocajacy (nuisance)

Statystyka X o rozktadzie f(xl6, ¢):
e §— przedmiot zainteresowania
* @ — parametr uprzykrzajacy zycie

e Formalne: wprowadzamy statystyke ¢
swobodng U dla parametru ¢, a wtedy
f(x16,¢) — g(ul6): mato realistyczne
(zazwyczaj utrata informaciji)

* Faktoryzacja: f(x16,¢) = f,(y|0) f.(z| )

e Zamiana parametru prowadzaca do
faktoryzacji

» Globalny przedzial: dobry dla kazde; -
wartosci @ — trudne, nadmierne pokrycie

projekcja 6

* Metoda czesto spotykana, ale btedna: oceni¢ @ z danych
1 podstawi¢ — gwatci pokrycie!
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Niefizyczne (puste) przedzialy utnosci

Pomiar masy antyneutrino elektronowego z rozpadu trytu:
m’ =(-1,1£2,4) eV’
Centralny, gaussowski przedziat ufnosci na poziomie 95%:
16,0 |=[x,—1,960;x,+1,960]

Gdyby 2,4 eV? — 0,6 eV?, to m? € [-2,76; 0,08] eV?2.
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Eksperymenty zliczajace
s — liczba przypadkow sygnatu, o rozktadzie Poissona P(slis)
o=0,l1
P(S<Nlu) ZP slu)=o :{N:O}: u =230
b — liczba przypadkoéw tla, o rozktadzie Poissona P(blA)
n =s + b — suma, podlega rozktadowi Poissona P(nlu + A)

P(nSNI,u+/1):i7?(nlu+ﬂ):a

n=0
N=0, =0,1
= 0 1 2 3
Uoax=| 2,3 1,3 0,3 0,7
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Krotki kurs teorii testow

Wtasnosci testow:
* moc — prawdopodobienstwo odrzucenia falszywej hipotezy
e zgodnos¢ — moc testu dazy do jednosci ze wzrostem probki

 brak obcigzenia — szansa zaakceptowania fatszywej hipotezy
H, jest mniejsza niz szansa jej odrzucenia gdy jest prawdziwa

Doskonale narzedzie do produkcji przedzialow ufnosci!!!

Stosunek wiarogodnosci R(x16,)

L(x16,)
£(xI9AMW)

statystyka jednostajnie naymocniejszego, zgodnego
1 nieobciazonego testu hipotezy H (8= 6,) przeciw H,(8+ G)).

R(x16,))= <1
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Przedziat ufnosci — wariant V
Konwencja selektywnego przedziatu

Minimalizuje ryzyko bledu drugiego rodzaju —
z minimalnym prawdopodobienstwem (na pewno mniejszym
niz 1 — @) zawiera nieprawdziwa wartosci parametru &

e potezny 1 atrakcyjny koncept, ale nietatwy do wprowadzenia
w zycie, jesli nie 1stnieje statystyka dostateczna

e przedzial niezmienniczy wzgledem zmienne;
1 wspolzmienniczy przy reparametryzacji

Konwencja uporzadkowanego stosunku funkcji
wiarogodnosci (likelihood ratio ordering), zwana podejsciem
zunifikowanym, daje przedziaty selektywne
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Podejscie zunitikowane 1

Feldman 1 Cousins: konstrukcja Neymana ,,w poziomie”

Przyktad: rozktad Poissona P(nlu + A) z ttem dla
U=05o0razA=3,1-a=0,91 ,,;,,=max(0; n — 4
o wlaczeniu wartosci n decyduje statystyka R(nlé, 1)

nPmlu+ )\ yw|Pmluyw +A) R |ranga
0) 0,030 0] 0,050 0,607| 6
1 0,106 0 0,149 0,708 5
2 0,185 0 0,224 0,826 3
3 0,216 0] 0,224 0,963 2
4 0,189 | 0,195 0,966 1
5 0,132 2 0,175 0,753 4
6 0,077 3 0,161 0,480| 7
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Podejscie zunitikowane 11
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Podejscie zunifikowane 111

Granice dla wartosci oczekiwanej w rozktadzie Gaussa
]

5 o 99%
5 4 95%
3,
.: 37
B
I, 2

3 2 -1 0 1 2 3
wartos¢ zmierzona x

RIN QGranice ... 21



Podejscie zunitikowane IV

Wtasnosci:
 eliminuje decyzj¢ ,,przerzutnikowg”’ (gwalcaca pokrycie)
 eliminuyje niefizyczne przedziaty

N =0, a=0,1
metoda A= 0 1 2 3
pre FC Moo =| 2,3 1,3 | 0,3 |-0,70

zunifikowana | 4 nax =| 2,44 | 1,61 | 1,26 | 1,08

Ale:

* jest niekonsystentne: im mniejsze tto, tym szerszy przedziat
* nickiedy (,,thuste” ogony) produkuje roztaczne przedziaty

* nie uwzglednia niepewnosci tta (ocena A z pomiaru)

* nie podaje recepty na parametry zakiocajace
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Prawdopodobienstwo wg. Bayesa
Definicja prawdopodobienstwa warunkowego P(AIB)
P(AIB)P(B)=P(ANB)=P(BIA)P(A)
Twierdzenie Bayesa dla zdarzen losowych:
P(BIA)P(A)
P(B)

P(AIB)=

1 dla zmiennych losowych:

pon) £l

e f,(8lx) —rozklad a posteriori,

o (x)= [ £(x10)z,(6)d6

* 7,(0), 7.(x) —rozktady a priori
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Przedziat wiarogodnosci

Konwencjonalny wyboér — réwna gestos¢, | )
ale tez moze byc¢ centralny, symetryczny f(O1xy)

Efekty systematyczne: l -«

(o]

fo(61x,)= J f9(6|x0’¢)2¢(¢)d¢

—00

Pokrycie? W tym podejsciu bez znaczenia

Niefizyczny przedzial? Uwzgledniymy to 6, 2]
W geStoScl a priori

Jeden problem — ile wynosi gestosc a priori?
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GestosC a priori
 Laplace — zasada niedostatecznej racji, np. dla rozktadu
dwumianowego z,(p) = const, ale co z z,(7), jesh 77 = p>?

e Jeffreys — niezmienniczosC gestosci a priori wzgledem
reparametryzacji modelu — z(u) = const oraz z(o) = 1/o0 dla
rozktadu Gaussa, z(x) = 4~ '? (rozktad Poissona)

e Jaynes — zasada maksymalnej entropii — problem wariacyjny

6)=2,(8)Inz,(8)d6 = max(z,(6))

e Bernardo — gqstosc referencyjna — przyrost informacji
(odlegtosc Kullbacka-Leiblera) — problem wariacyjny

0 x
I f,(6)x) ln fo(0%)
| ,(0)
e Typowy fizyk — to, na co pozwala mu jego wiedza 1 jego
doswiadczenie zyciowe (czyli najczesciej: z,(6) = const)

do
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Metoda Bayesa przy pracy

Rozktad Poissona: P(nlu + A) = L(nly,A) z ttem, z,(41) = const

P(nlu+A)
fu(uln,d)=—
> P(kl1A)
k=0
y7i N
l—a=[f,(\nA)dy = a=Y f,(ulnA)
0 n=0
N =0, o=0,1
metoda A= 0 1 2 3
pre FC | Mma=| 2,30 | 1,30 | 0,30 |-0.70
zunifikowana | 4 max =| 2,44 | 1,61 | 1,26 | 1,08
bayesowska | Hmax =| 2,30 | 2,30 | 2,30 | 2,30

RIN

QGranice ...
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Ktora metoda?

* Podejscie klasyczne stosuje zelazng logike 1 metody nie
do zakwestionowania w rozwigzaniu problemu, w ktorym
nikt nie jest zainteresowany

* Podejscie bayesowskie uzywa ,,szemranych” metod, aby
uzyskac¢ odpowiedzie¢ na pytanie, w ktorym wszyscy sga
zainteresowani
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Ktora metoda?
Roznice natury psychologiczne — dwa rozne swiaty

Zalecenie generalne: konsument/producent musi by¢
Swiadom swego wyboru, a WIEC:

e analiza bayesowska czy klasyczna
* jesli bayesowska — postac rozktadow a priori

», o / ° * 29
* ktory z wariantow, jak ,,zmodernizowany
 klarowna procedura ze wszystkimi szczegdtami
e apel o postac¢ funkcji wiarogodnosci

e poparcie dla dwoch klas analiz
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Ograniczenia na mase¢ czastki Higgsa |

Funkcja wiarogodnosci:
N. — liczba procesOw fizycznych
N.

I,bin

— liczba przedzialéw histogramu w i-tym procesie

L(nlR,0) HH i e, n,=Ru;,(0)+4,(0)

i=1 ]lnl]

R — snsitivity factor = 0/ 0,

Rozklady a priori:

f4(018,,L) — gaussowski ksztalt z korelacjami
Zp(R) — rozklad jednostajny

fR(Rln):

z (n -[E(an’e)fe (616,.X)z; (R)d6
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Ograniczenia na mase czastki Higgsa II

Tevatron Run IT Preliminary, 1L=3 fb!

L B B B R B
==umn Expected

95% CL Limit/SM

[y | Juy,3¢, 2008

it

l*‘"‘? i@@ 16‘% 1;’0 l?“s ISD li‘*s 190 195 200
m, (GeV/c7)

RIN

Granice ... 30



Podsumowanie

,If your experiment needs statistics,

you ought to have done a better experiment."
Ernest Rutherford
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