Bryta sztywna

Wstep do Fizyki | (B+C)

Wyktad XIX:

e Prawa ruchu

o Moment bezwladnosci

e Energia ruchu obrotowego



Prawa ruchu I

Obrot wokot ustalonej osi

Dla bryly sztywnej obracajacej sie wokot ostalonej osi
mement pedu (skalarnie):

_ ¢

L = meirii = wl 7t

0
r | ; - odlegtoSC masy ¢ od osi obrotu,
I - moment bezwtadnosci wzgledem wybranej osi.

Pod wptywem statego momentu si}y M:

dL
M — dt — Zmz TJ_Z - I
dw . .
g = prli przyspieszenie kgtowe
M
= g = 3 — const

ruch jednostajnie przyspieszony (dla /=const)
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Prawa ruchu I

Ruch jednostajnie przyspieszony

I ~ 4mr? < 4mrd M=FR>My=F Ry
:>s=@>so :>€=%>50

potozenie ciezarka: h = ¢ - R
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Ruch harmoniczny

Prawa ruchu I

Moment sity zalezy od kata skrecenia preta ¢:

M = —£¢

¢ - wspotczynnik “sprezystosci”
moment sity ma znak przeciwny do skrecenia

dL dw  _ d2¢

M = — =

dt dt dt2
Po _ ¢,
a2 T

rownanie oscylatora harmonicznego.

CzestosSc drgah:
_ fio VB
I \/Zz m; 2ry/m
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Moment bezwladnosSci I

Przyspieszenie katowe w ruchu bryty sztywnej zalezy nie tylko od masy catkowitej,
ale takze od jej roztozenia wzgledem osi obrotu.

Rozktad masy wzgledem wybranej osi obrotu
(najczesciej przechodzacej przez Srodek masy, ale nie koniecznie)
opisuje moment bezwtadnosci

I = ) my "“iz'

w przypadku ciggtego rozktadu masy - ca’sza po objetosci:
I = /dV P TJQ_

Dla ciata jednorodnego (p = const = {7):

2

JdV rg
[adV

gdzie (r?_> - Sredni kwadrat odlegtoSci od osi obrotu

= M(r?)

M
I = —/dVrJ2_=M
%
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Moment bezwladnosSci I

Stosunek momentu bezwtadnosci do masy zalezy od ksztattu i rozmiarow ciala:

Obrecz (pusta w Srodku)

Obrot wokot osi symetrii = wszystkie punkty rownoodlegte od osi:
(r3) = 1% = I, = Mr?

Obrot wokot Srednicy
0S obrotu - 0§ X, Srednica prostopadta do osi obrotu - 0§ Y

4y? =1 0 (@) = (¥
= (2 = D) = o0
= I = %Mﬂ
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Moment bezwladnosSci I

Koto (krgzek - masa roztozona po powierzchni)

Obrot wokot osi symetrii
. Koto = suma wielu obreczy = Srenia po powierzchni:

- [r2.dS 1

|
ﬁ\
N
N
)
ﬁ\
ol
%\

:‘
()]
||
I
N
- =l
|_
|| ||
| = N
z ~
~
N

Q Obrot wokot Srednicy
N Z/  Dlakazdej obreczy (r'?) zmniejsza sie 2 razy

1
—~ I = = M2
I = Z
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Moment bezwladnosSci I

08 Prostokat  (masa roztozona po powierzchni)

Obrot wokot osi prostopadtej, przechodzacej przez Srodek masy

a b
x2 2y . 2 2

—g _%
11, 3 3 1 .2, .2
= = (Bt atd) = — b
b12(a ~+ ab”) 12(@ + b°)
1 2 | 42
= = — M b
1 15 (a© + b°)

Obroét wokot osi rownolegtej, przechodzacej przez srodek masy
Wymiar wzdtuz osi obrotu przestaje byc istotny = pret

1 1
MWV = — M2
12 12

= L =

A.F.Zarnecki Wyktad XIX



Moment bezwitadnosSci I

Sfera (masa roztozona na powierzchni kuli)

Obrot wokot osi symetrii

ot Py’ 422 =2 0 (@%) = (y°) = (27
2
= (rf) = @ +y?) = o7
2.0 2
= I = —Mr
3

Kula (masa roztozona objetoSciowo)

Suma wielu sfer = Srenia po objetosSci:

2 12
2 f—'r dV 1 2 2 >
<71> = =3 v — ﬂms/—'r’ e dr!
3
2
s 1 2 2
= 5o = - = I=-Mr?
37T 5 5 5
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Moment bezwladnosSci I

Twierdzenie o osiach rownolegtych

Zazwyczaj liczymy moment bezwtadnosci wzgledem osi
przechodzacej przez Srodek ciezkosci S
(wszystkie podane przyktady)

Bryta moze jednak wirowacC wokot dowolnej osi...

Moment bezwtadnosci wzgledem osi réwnolegtej O,
odlegtej o h od osi S: (XY: uktad Srodka masy)

ray = (z; + h)2 +y? = h?4 2hz; + r
Ip = Z mirz-QO = h? Zm’i + th miT; + Zmirizs

= Iy = Ig + Mh?

Twierdzenie Steinera

A.F.Zarnecki Wyktad XIX 9



Prawa ruchu I

Rownia pochyta Staczanie po rowni pochytej symetrycznej bryty
(obrecz, walec, kula...) bez poslizgu:

rT=r¢ = a=rec

Ruch postepowy (wzdtuz réwni):

=
~L

/

ma = @ sing — T

Ruch obrotowy (wzgledem Srodka masy):

\Z( Ie = Tr

Eliminujac site tarcia:

I
ma -+ R mg Sin @
r
sin @
= a = g 7
1+m’r2

Im wiekszy moment bezwladnosci, tym wolniej stacza sie ciato...
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Prawa ruchu I

Rownia pochyta Zagadnienie mozna rozwigzaC w sposob rownowazny
korzystajac z chwilowej osi obrotu i twierdzenia Steinera

Rownanie ruchu obrotowego wzgledem chwilowej osi
obrotu (linia styku bryty z rownig):

=
~L

/

Ioe — QS'ne'T

Z twierdzenia Steinera:

\Z( 10=I+mr2

Otrzymujemy:

mg Sin @ r2
Io
mr2 g sin @
mr2 + 1
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Rownia pochyta

Rura

S
|

— g Sinég

Prawa ruchu I

Walec

a

2
—qg Siné@
39

1
— szybciej
3 % J
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Wahadto fizyczne

Prawa ruchu I

Réwnanie matych drgah bryly sztywnej, wokoét osi obrotu O
przechodzacej w odlegtosci | od Srodka ciezkosci S:

Ine = —mgsing -1
d2
<I+ml2) df ~ —mgl ¢

CzestoSc drgan (réwnanie oscylatora harmonicznego):

mgl g
I+mi? A\ 1(1+-1)

L, =1(1+ mIlQ) - diugoé¢ zredukowana wahadta

dlugoSc wahadta matematycznego o tej samej czestosci
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Energia

Energia ruchu obrotowego
Energia kinetyczna uktadu ciat:

M VA
E, = Ef + 20M
Bryla sztywna: energia “wewnetrzna’=- energia kinetyczna ruchu obrotowego

1 1 1
Er = 5 Zmivg =5 Zmi(riw)Q = EwQI
1 1

—is Ciato toczace sie bez posSlizgu: v =wr
2 2 2
mu Tw muv I
E, = — = 1
& 2 T 2 2 ( + mr2

m (1 + #) - efektywna masa bezwtadna
przy niezmienionej masie grawitacyjnej

)
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Energia I

Predkosc jaka uzyska ciato staczajgce sie bez poSlizgu
z rowni o wysokosSci h. Z zasady zachowania energii:

Rownia pochyta

¢ 1, I
/ mgh = Emv (1 + mr2)
r T 1 I
/ \Z( + mr2

Przyspieszenie  predkoSc Srednia (v) = %v

v w2 2gh gsing
Qg = -—=— = = 7
! 21 2 <1 + mI'l“Q) 1+ mr2
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mg

L

Energia

Koto Maxwella

Koto o promieniu R “toczy sie” po 0Si 0 promieniu .
Jak w przypadku réwni pochyte] 6 = g

9

a =
I
1 + m’r2
obrecz: I = mR?
2
=
. J R2 4 12 <9

Przyspieszenie liniowe wielokrotnie mniejsze
od przyspieszenia w spadku swobodnym...

Energia potencjalna zamienia sie gtownie
na energie ruchu obrotowego.
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Energia

Energia przy zmiennym momencie bezwtadnosci

O

Masy przesuwaja siez R =ry do R =r5. I ~ 2mR?

Z zasady zachowania momentu pedu (uktad izolowany):

R
Ly =wilhh = wolo = Lo
— & # 1 g
T2

Energia kinetyczna ukfadu:

1 1w T 2
Ey = —w%IQ = ——Qw%ll = (—1> FEq
M w1 >
r> < r1 = energia kinetyczna roS$nie
kosztem pracy sity doSrodkowej (energii potencjalnej M)
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Prawa ruchu

USciSlenie
Rozwazajgc zagadnienie jednostajnie przyspieszonego ruchu
- obrotowego zaktadaliSmy ze moment sity jest staly i nie zalezy
od I. Jednak ciezarek tez porusza sie ruchem przyspieszonym:
ciezarek: ma = @Q — N
rotor: Ie = rN

Q - ciezar ciezarka, N - sita naprezenia nici.

Eliminujgc N = m(g — a):

0 Ie

rm(g — re)

(I +mr)e = mgr
. mgr —__ mgr
€ = 2 /
I 4+ mr I

Bezwtadno&t ciezarka efektywnie zwieksza moment bezwtadnoéci rotora; I’ = I 4 mr?

Nigdy nie uzyskamy przyspieszenia wigkszego niz & g0 = 2



