Bryta sztywna

Wstep do Fizyki | (B+C)

Wyktad XXI:

e Poréwnanie ruchu obrotowego z ruchem postepowym

e Ogoblne wyrazenie na moment pedu
e Tensor momentu bezwtadnosci

e Osie gtowne

e Rownania Eulera

o Bak swobodny



Punkt materialny
ruch postepowy

e przesuniecie T
dr
redkosc v —= —
e pre v 7t
rzyspieszenie T
o a — —
Przysp i
e masa m
* ped p=mu

e uktad izolowany p = const

Porownanie I

Bryta sztywna

ruch obrotowy (wzgledem osi symetrii !)

= kat obrotu

= predkosSc¢ katowa

= przyspieszenie katowe

= moment bezwtadnosSci

= moment pedu

= uktad izolowany

@
L dé
W= —
dt
. dw
g = —
dt
1
L=1I3
Ezconst
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Punkt materialny
ruch postepowy

e sila F

e rownania ruchu F = ma
dp "
@ _ 7
dt

» praca Wz/ﬁ-df

e energia kinetyczna  Ep = 5muv

Porownanie I

Bryta sztywna

ruch obrotowy (wzgledem osi symetrii !)

— moment sity M

— réwnania ruchu M=1¢
dL. -

= — =M
dt

— praca W=/M~d5

= energia kinetyczna By = 5Iw?
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Moment pedu I

Do tej pory rozpatrywaliSmy wytgcznie ruch obrotowy wzgledem ustalonej osi.
Naogot byta to 0§ symetrii bryty, lub oS do niej réwnolegta.

W ogolnym przypadku problem jest bardziej skomplikowany

Przykiad - dwa wirujgce ciezarki

Ciezarki w jednej ptaszczyznie L osi Ciezarki rozsuniete wzdtuz osi obrotu

®
L //’—»
O L

O5$ obrotu jest osia symetrii L | & OS obrotu nie jest osig symetrii = E)(ra‘}

Li = my;r; X vU; 1 T;

A.F.Zarnecki Wyktad XX



Moment pedu I
Przyktad Il

Dysk wirujgcy wokot osi nachylonej do osi symetrii

PredkoS¢ katowa mozemy roztozyC na Moment pedu dysku
sktadowa réwnolegta i prostopadia - _
a gialp P L, + I

do osi symetrii . .
ILUJL —|— IH w”

— 1—»
IJ_ (wJ_ + Ew”)

L

1
0S

os

—

w =(,3_|_-|—(,3||

Moment bezwladnosci dysku: (wyktad 19)

I L2 I L2 11
= —mr = -mr° = —
17> =4 >+
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Moment pedu I

W ogoélnym przypadku bryta sztywna moze nie mieC zadnej osi symetrii.

Jak wtedy wyznaczyC moment pedu, znajac predkosc katowa & ?

Zdefinicji momentu pedu: Z definicji bryty sztywnej:
L = Y m x v, = & X7
0
Otrzymujemy:
L= mix (Gx7) = Y m|dr]—i (7 &)
0 0

—

korzystamy z tozsamosci wektorowej: A x (E X 5) = B ([f- 5) —C (/Y- §>

Kierunek L zalezy od kierunku & jak i potozeh poszczegdinych elementéw bryty ;.

A.F.Zarnecki Wyktad XX 5



Moment pedu

Rozpisujgc na sktadowe:

i = (x4, Y, %) G = (wz,wy,wz) = FHd = ziwe+ yiwy + ziw:
Otrzymujemy (na przyktadzie L;):
L, = Z m; [wg; ’I“Z-2 — x; (zwe + yjwy + ziwz)}
i

2 2
W E m;(ri —xf) — Wy - E m; T;Y; — Wa E m; T;2;

L, zalezy w ogo6lnosci od waszystkich skladowych predkosci kgtowej !
Podobnie:

> 92
Ly —we Y myziy; + wy > mi(rd —yd) — wo Y my Yz

Z Z Z 2 2
— Wy m; r;2; — wy . m; Y;24 —|— Wy mi('rz- — Zi )

1

L,
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Tensor momentu bezwiadnosSci I

Wyrazenie na skfadowe L mozemy zapisaC w postaci macierzowej:

[ L, ) [ Smi(r? —z?) Y miwy,  — Y m vz V([ we )
L=|1L,| = —Ymiziy; Lomi(rf —yf)  —Xmiyiz || wy
\ Lz / \ T XM T —Ymiyizi Lmi(rf —z7) )\ wz )

—_— ~
—_— —_—
L — I : W
tensor momentu bezwtadnosSci

Skladowe tensora - wspotczynniki bezwladnosci ogolna postac (u,v = =x,y, 2)

lub

Lyw = /de(f’)(cSuv r° — uwwv)

delta Kroneckera: dyp = 1 dlau=wv i1 O dlau # v

)
I

Iyz Iyy Iyz
\Izz Izy I,

A.F.Zarnecki Wyktad XX 7



Energia kinetyczna

Zmz

Z m; (& X rz)2

Korzystamy z tozsamosci wektoroweyj:

(AxB)-G =
- E, =
1
P
k_EWL

A (BxC)

1
35 mi [ x (@ x 7))

wlw

N |+

E;. = const - elipsoida w przestrzeni @

Ey

Tensor momentu bezwiadnosSci I

normalna

o,

—

os obrotu

N

plaszczyzna styczna

Kierunek L jest prostopadty (normalny)

do powierzchni F;, = const W punkcie &

A.F.Zarnecki
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Osie gtowne I

W ogolnym przypadku wszystkie wspotczynniki bezwtadnosci moga byc rézne od zera
(tensor symetryczny = 6 niezaleznych wielkoSci)

Okazuje sie jednak, ze w kazdym przypadku mozna tak obrocic osie uktadu odniesienia,
zeby elementy pozadiagonalne znikaty: (diagonalizacja tensora)

I:Ey = gy = Iyz — Iyw = Iz = Izy =0
uktad taki definiuje nam osie gtowne bryly  (kierunki wiasne tensora)
Jesli bryta ma 0§ symetrii to bedzie ona jedng z osi gtdbwnych !

= pozostaja tylko 3 wspoétczynniki diagonalne .., Iyy, 1. (Wartosci wtasne)
L= (Lyg, Ly, L;) = (Iyz wz, Iy wy, Lz ws)
Dla obrotu wokot osi gtéwnej L || &

np. & = (w,0,0) = L = (Jgzw, 0,0) = [42@

A.F.Zarnecki Wyktad XX 9



ProstopadtoScian

|/

b
/|

Rakieta tenisowa

Iyx 5& Iyy ?& I

Osie gtowne I

Ioy = Iyy = I,

SzesScian

Ipx = Iyy = I,
Tak jak dla kuli !

A.F.Zarnecki
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Osie gtowne I

Energia kinetyczna w uktadzie osi gtownych

1. 1

Jesli natozymy wiezy narzucajace obrot ciata ze stata predkoscig katowa &
to przyjmie ono utozenie odpowiadajgce maksymalnej energii kinetyczne]
= obroét wokot osi o najwiekszym momencie bezwtadnoSci
= maksymalna wartoS¢ momentu pedu

Wirujacy dysk Wirujacy pret

P Daaiitd G 2
(n. J ;..

A.F.Zarnecki Wyktad XXI



Osie gtowne

Wirujgcy tahcuszek
Przybiera ksztatt obreczy alp

odpowiadajgcy maksymalnemu momentowi bezwtadnoSci <~
= maksymalnej wartosci momentu pedu

= maksymalnej energii kinetycznej

W uktadzie obracajacym sie

Sita odSrodkowa dazy do rozmieszczenia masy jak najdalej od osi obrotu.

Stabilny jest stan odpowiadajgcy minimum energii potencjalnej (sity odsrodkowej)

= . 1
F, = m; (AJQT?:J_ = by, = —5 i w? 'ri
1 5 2 1 5
E'p — ZEp,i — —Ew ZmiTJ_ — —5(,0 I = _Ek
1 1

Minimum energii potencjalnej odpowiada maksimu energii kinetycznej.

W uktadzie laboratoryjnym = masa “oddala sie” od osi zgodnie z zasada bezwtadnosci



Osie gtowne I

W przypadku bryly wirujacej swobodnie (stata wartos¢ L)
stabilny ruch obrotowy (staty kierunek wektora «) mozliwy jest
tylko wokot osi gtownych o najwiekszym i najmniejszym momencie bezwtadnoSci

OS o najwiekszym | OS o posSrednim | OS o najmniejszym |

7
/
a - -

obrot stabilny obrot niestabilny obrét stabilny

A.F.Zarnecki Wyktad XXI 13



Rownania Eulera I

Dotychczas rozpatrywaliSmy ruch obrotowy bryly sztywnej w uktadzie inercjalnym (LAB).
Wiemy, ze sktadowe tensora bezwtadnosci I zaleza od wyboru uktadu odniesienia.
Najwygodniejszg postac (diagonalng) tensor przyjmuje w ukfadzie osi gtéwnych.

Jednak ukfad odniesienia zwigzany z osiami gtownymi jest uktadem
nieinercjalnym - wiruje razem z obracajgcym sie ciatem !

Przejscie do tego uktadu jest jednak bardzo pomocne, jeSli chcemy rozpatrzec
0golny przypadek ruch obrotowego (ij. & nie pokrywajgca sie z osig gtowna).

Wektor momentu pedu w obracajacym sie uktadzie osi gtéwnych (z/, ¢/, 2'):
L' = (Ly,Ly, L)
Zwigzek z wektorem momentu pedu w uktadzie laboratoryjnym (z, vy, z):
E — (LZB7 Ly, Lz) — LIE, Zx/ + Ly/ Zy/ + LZ’ ZZ’

Ugls Tyl Ly - WETSOry zwigzane z osiami gtdbwnymi, obracajace sie razem z bryita

A.F.Zarnecki Wyktad XXI 14



Rownania Eulera I

Réwnanie ruchu obrotowego w uktadzie inercjalnym

LY
dt
Wyrazajac L przez wspotrzedne w uktadzie obracajacym sie:

dL d(Ly iy + Ly iy + Lyiy)

dt dt
del - dLy/ - sz/ - d;a:’ diy/ dgz/
e a Y a Pty e Ty Ty e
. di . di . di .
Pochodne wersoréw po czasie: o= 5 x Bty Y = B x 1y, = G x o
dt dt J dt
Otrzymujemy:
. dL dL’
M="—" = "+ &xL
dt dt

A.F.Zarnecki Wyktad XXI 15



Rownania Eulera I

W uktadzie osi gtdwnych:

—

L, = I:c’ W/ 'ixl -|— Iy/ wy/ Z / —|— I 1 Wyt Z 2!
dL’ ; dw,/ - dw,s - dw,, -
—_— = 2! (2 —|— Iy ) / —|— I/ (2%
dt dt dt dt
(2% iy/ 1,/
- 21
wXx L = W Way! W,/ =
le W/ Iy’ wy/ Iz’ W1
— (Iz’ — Iy/) wy/wz/ im’ (I r— 1 /) A Z y! (I I — /) wmzwy/ iz/
M = Mwliw/—l—M/Z/-I—M/Z/
A.F.Zarnecki Wyktad XXI 16



Rownania Eulera I

o | dL’
Rozpisujgc réwnanie ruchu na sktadowe o + Sx L' =M
(
d
Yo —|— (I/— /)wy/wzz —
. : dw

Rownania Eulera  « Iy/ y’ L) wywy =

dw P

—|— (I /I — /) wxzwy/

\

Opisuja zmiany wektora predkosci katowe] w uktadzie bryty
(w szczegolnosci potozenia osi obrotu wzgledem osigtownych)

Loy, Iy, Iy - state wspotczynniki, M, M,,, M, - funkcje

A.F.Zarnecki Wyktad XXI
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Bak swobodny I

Bryta na ktorg nie dziatajg zewnetrzne momenty sit: bgk swobodny.
Dla uproszczenia rozpatrzmy bgk symetryczny: 1., = Ly = 1
Wtedy rownania Eulera redukuja sie do:

d I,—1
W _I_ ( 2! ! wz,) wy, — 0

dt Isc’
dw I,—1

y/ — 2 7! wzl wml — O
dt Iw’
dwz/ . O
dt o

Pierwsze dwa rownania sprowadzaja sie do rownania oscylatora charmonicznego:

dem’
dt?2

Iy—1
= —Q%uw, gdzie: Q = ( 2 wz/>
I,

A.F.Zarnecki Wyktad XXI
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Bak swobodny

A os momentu pedu

0§ symetrii

Ostatecznie otrzymujemy rozwigzanie w postaci:

os$ obrotu

wy = w) cos(2t+ @)
Wy = Wl sin(Q2t + ¢) =0, €eom\m—m—-
Wy = W) = const

/
stozek polhodii

W uktadzie bryly, wektor & zatacza stozek wokoét osi gtownej

= zmianom kierunku z czestoscig 2 podlega takze wektor momentu pedu L
Okres “precesji”

T o— 2_7r _ I, 27
Q I/—Ix/ w”

z

A.F.Zarnecki Wyktad XXI 19



Poniewaz Ziemia nie jest idealng kula
0S obrotu Ziemi podlega precesii.

Bak swobodny

0"4 0”3

02 O

-

—072 —0"3 —0'4

PR SR
.1952,0-1957,5

¥ } ¥

S T

LI ] I

o

4

—0)4

= ~-03
Zmiany potozenia osi obrotu, - 1952.0—1 02
“bieguna kinematycznego” Ziemi E T s
sg bardzo niewielkie (~15 m), 5 J
ale mierzalne. e =3
i 53,0]
= —1 01
Wyniki pomiaréw 1952-57 —> B s
: , : : - -1 0y'3
Okres obiegu Srednio ok. 427 dni. E k
3 ~ 04
] LR AN MRT) (SERS oL Rbered | et ERSET ] (el (R SR (TR
+ X
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Bak swobodny

W uktadzie laboratoryjnym L=const (bgk swobodny)
Precesji podlega 0S symetrii bryty.
Dwa przypadki:

Ix/ = Iy’ > Iz’ IJ;/ = Iy/ < Iz’

0s momentu pedu

f 0s momentu pedu
+k o$ obrotu } os obrotu

0§ symetrii 0§ symetrii

)

. . stozek preces;ji
stozek precesji s s

N\
stozek polhodii

stozek herpolhodii

stozek herpolhodii ; o'
stozek polhodii

= Lp> 1 Lo=1Iy<I,
HCygarO” “dysk”

OF

A.F.Zarnecki Wyktad XXI
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Bak swobodny

0§ symetrij

Ziemia nie jest “bgkiem swobodnym”.

NiejednorodnosSci pola grawitacyjnego
w ktorym sie porusza (niezerowy mo-
ment sit grawitacji) powoduja “precesje Liemia
astronomiczng” osi obrotu Ziemi

(precesje wektora momentu pedu)

0=23°27"

schemat = -
plaszczyzna ekliptyki

Okres precesji wynosi ok. 26 000 lat

—normalna do plaszczyzny ekliptyki

A.F.Zarnecki Wyktad XXI



Kompas zyroskopowy I

Rozwazmy zyroskop w uktadzie

4y ZYTOSKOp | biegun”
obracajgcej sie Ziemi. ,
W )
Jesli na zyroskop nie dzialaja zewnetrzne - . 4
momenty sit, bedzie on zachowywat !
orientacje w przestrzeni (wzgledem }
zewnetrznego uktadu inercjalnego!) Aw : /’/ jo
\J j ¥4 \-
s e - . . . '\ | /
Jesli jednak natozymy wiezy wymuszajace (pmm o 69
poziome potozenie osi obrotu zyroskopu w. wrownik”

(rownolegle do powierzchni Ziemi) to po *
pewnym czasie 0S zyroskopu ustawi sie
wzdtuz potudnika.

Bedzie to efekt dziatania momentow sit wiezow.

A.F.Zarnecki Wyktad XXI 23



Kolokwium I

W dniu jutrzejszym, 7 stycznia 2003,
godz. 81° — 1299 Sala Duza Doéwiadczalna

Miejsca na sali beda numerowane
| przydzielane wg. imiennej listy.

Bardzo prosimy o punktualne przybycie

A.F.Zarnecki Wyktad XXI
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