Ruch pod wptywem sit zachowawczych

Fizyka | (B+C)

Wyktad XV:

e Energia potencjalna

e Silty centralne
e Ruch w polu grawitacyjnym

e Pole odpychajace



Energia potencjalna I

Znajomosc energii potencjalnej jest rownowazna znajomosci sity (zachowawcze)):

Rownania ruchu

F=_-VE,
Czy znajgc E, (") mozemy rozwigzac rownania ruchu ciata ?

o Mozemy wyznaczyt¢ zaleznoét F'(7) i skorzystac z || zasady dynamiki...

albo

o Mozemy wykorzystac zasade zachowania energii:

E = E,(r) + Ep(¥) = const

W zaleznosci od zagadnienia jeden albo drugi sposob moze byc¢ bardziej uzyteczny...
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Energia potencjalna I
Ruch prostoliniowy

Dla ruchu prostoliniowego pod dziataniem sity zachowawczej F(z),
energia potencjalna £, = Ep(x)

d 2
E = % (d—f> + E,(z) = const
dx 2
— a \/E (E — Ep(x))

Rozdzielajac zmienne i catkujac otrzymujemy:
dx

dt =
V2 (B — Ep(z))

/\/m E — Ep(z"))

= Znajac Eyp(x) mozemy zawsze znalezC zwiazek miedzy z i t.
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Ruch prostoliniowy

Energia potencjalna I
dEp

Przykiad: F=F iy = const = Ep(z) = —Fx Fp = —7F

Przyjmujac, ze x = O w chwili ¢ = O mamy:

L /
\/?O/\/Edex’

2

t

[2
= /=t
m

[\/E—I—Fx’}z — %\/E—FF:U—%\/E

£

1 /F 2F
2 \m m
1
5 a ) t2 + Vo 1
2
vo - predko$¢ w chwili t = O = energia potencjalna £,(0) = “5°
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Sita centralna I

Rozwazmy ruch punktu materialnego o masie m
w polu centralnej sity zachowawczej F' = F(r) - ir

02

— zasada zachowania energii:. ~E = 5~ + Ep(r) = const
— zasada zachowania momentu pedu: L = mix ¥ = const

Zachowanie momentu pedu =- ruch pfaski

— > dr - do dr 2
= U = ZT'E‘I_ZH‘TE = ’U2 = (%) —I—r2w2

Wstawiajac do wyrazenia na energie kinetyczna L = mr2w

m /dr\ 2 L2 m /dr\ 2
— = | — — | eff
E Er =+ Ep 2 (dt) T 2 m r2 —I—Ep(r) 2 <dt> +Ep (r)

= rownanie rozniczkowe dla sktadowej radialnej = problem jednowymiarowy
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Sita centralna I

“Efektywna” energia potencjalna w polu sity centralnej:

Energia efektywna

L2
2 m ’]"2 + Ep('r)

“energia
odsSrodkowa”

Ed(r) =

Jesli L # 0 to zasada zachowania momentu pedu
“przeciwstawia sie” zblizeniu ciata do zrodta sity (r = 0).
bariera centryfugalna

“energia dosrodkowa” < sita odsrodkowa

. d L2 L2 <d0>2
¢ dr \ 2 m r2 m r3 dt
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Sita centralna I
Ruch radialny

Jednowymiarowe zagadnienie ruchu radialnego:

i = (e A0)

ef f L?

f dr’
— ?[\/?% <E—E§ff(7°’)>

Ruch moze sie odbywac tylko w obszarze £ — ngf(r) >0
= dla L # 0 istnieje ograniczenie na odlegtosc najmiejszego zblizenia: r > r,,,;,
teoretycznie mozna wymyslec site centralng silniejsza od sity odSrodkowej

= jeSli E < ngf(oo) to ciato nie moze dowolnie oddali€ sie od centrum sity: r < rmaz
= ruch w ograniczonym obszarze
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Sita centralna I

Ruch katowy

Zachowany moment pedu: L = mr?w
Lo, _ L
dt mor2
!
L
6 — 00 — / > dt,
mr
0

Mozemy wyprowadzi¢ rownanie na tor ciata poréwnujgc zaleznosci od czasu:

dr m 2

Ja(E-rfe)

= 60 —0 =/ L dr
m 12 \/% (E — ngf('r)>

rownanie toru we wspotrzednych biegunowych

dt = do
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Ruch katowy

Sita centralna I

Zmiana kata biegunowego przy przejsciu ciata
Od 'r'min dO Tmax

"max

Al =

L dr
Frmin, TV T2 \/% (E = ngf(r))

Tor bedzie krzywa zamknieta, jesli A§ = 277>
m, n - liczby catkowite

Warunek ten spetniony jest tylko dla dwoch pal:
(niezaleznie od warunkow poczatkowych)

o Ep(r) ~ % - sita grawitacyjna, sita kulombowska

o Ep(r) ~ r? - sity sprezystosci
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energia efektywna

f E,(r_)
' \E,‘ﬁ(r)
3 S

Ruch w polu grawitacyjnym I

Pole grawitacyjne

Ogolne wyrazenie na energie potencjalna:

B(r) = —-

k > 0 = sita przyciggajaca
wybieramy E,(co) = 0

" Charakter ruch zalezy od energii catkowite;:

e F4q > 0 -tor otwarty

e FE5 < 0 -tor zamkniety
o Fg3 = FE,,;, -ruch po okregu
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Ruch w polu grawitacyjnym I

Model
rownia pochyla—
wakcelerator mechaniczny”
/ galaz ,blizsza” hiperboli
y
0 /

/

pozioma, gladka powierzchnia stotu

“model z gipsu lejka"

X
elipsa lub okrag

X
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Ruch w polu grawitacyjnym I

Rownanie toru

Rozwigzujemy:

@
9_00 pm— / Ld’r e / T‘2
m r2 \/%<E—ngf(r)) \/211_7721 (E_l_%_zﬁb%)
1 1
_/ a(3) _ _/ d(?‘;)
2mE 2 k 1\2 2 1 1)\2
e 2 (1) - (3) JE- (-
Gdzie wprowadzilismy parametry: p = Lk oraz e = \/1 - 25}522

OtrzymaliSmy catke postaci:

= arccos(x) — r =

dx
_/m 14 ¢e-cos(f — 6o)
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Rownanie toru

Otrzymalismy réwnanie krzywej stozkowe]
(we wspotrzednych biegunowych)

L p
r(0) = 14¢e-cos(f—6)

e - mimosSrod orbity

e £ =0 -ruch po okregu
O promieniu p

e <1 -ruchpoelipsie £E <0
e £¢=1 -ruchpo paraboli £ = 0
e £>1 -ruchpo hiperboli £ > 0O

i

H,F;—ogniska elipsy

Ruch w polu grawitacyjnym I

E =

AB

kierownica elipsy ~

|

— T o

- zalezy tylko od energii

o 2b=

2p

— L

\ 1—¢2 -

- zalezy takze od momentu pedu

vV 2m|E]|

=y
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Ruch w polu grawitacyjnym I

Przypadek szczegolny: e = 0

Ruch po okregu

E’(rJ‘ x>0
2
m k
,_,/1'5;14‘:-{ : | E —_— Emzn mt —ﬁ
minimalna energia catkowita

przy ustalonym L

|

{

i |
£=0 Y I
Ey=(Ep ) min <0 }
|

|

|

W przypadku L = 0 mamy ruch po odcinku
\ | o dlugosci 2a = % b=0

e
ad
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Ruch p

o0 elipsie

———
~
b
1
1
!
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Ruch w polu grawitacyjnym

Warunek: FE,,;, < E < O

Ruch ograniczony do: 7,,;, < 7 < Tmax
ngf(""mz’n) — ngf(""maa:) =FE

Zrodto sity znajduje sie w jednym z ognisk elipsy.

Dluga potos zalezy wytgcznie od energii;
“sptaszczenie” zalezy od momentu pedu

\
| —
. -t 2a -
2a o
; 2a -~
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Ruch w polu grawitacyjnym I

Prawa Keplera

|. Kazda planeta krazy po elipsie ze Stoncem w jednym z jej ognisk
Il. Promieh wodzacy kazdej planety zakreSla rowne pola w rownych czasach

Ill. Kwadrat okresu obiegu kazdej planety wokoét Stonca
jest proporcjonalny do szesScianu potosi wielkiej elipsy

Okres obiegu mozemy wyznaczy¢ z predkosci polowej G = 20 = 55 2b = —=

2m 2m|E|
S Tab m
T = —«1 = = 7k

dS L 3

(%) om 2|E]

Podnoszac do kwadratu
2 — 7r2k2m — 4772m ' a3
2|E|3 k
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Ruch w polu grawitacyjnym I

Ruch po paraboli

Przypadek szczegolny: E = 0

E,mk ol
_——E) of Ruch jest nieskonczony,
ciato nie jest zwigzane przez centrum sity.
Jednak oddalajgc sie do nieskohczonosci
L\ al®; cialo bedzie poruszac¢ sie coraz wolniej.

Asymptotycznie zatrzyma sie.

e
=
Bl

¥

/.
ognisko //
2

E‘E“Tmin

parabola
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Ruch po hiperboli

E,(m A

Ruch w polu grawitacyjnym

&

Dla E > 0O
Ruch jest nieskonczony.

Asymptpotycznie predkoSc ciata dazy do

orbity komet nieperiodycznych

Im mniejsze L
tym mniejsza odlegtoSc zblizenia r,,,;,,

A.F.Zarnecki
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Ruch w polu grawitacyjnym I

Ksztalt orbity zalezy od energii catkowite] £ i momentu peduciala L. &= \/ 14

Rodzaje orbit

2EL2
mk?2

E >0

Orbity o tej samej wartosci L, lecz o r6znych wartosciach F£
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Ruch w polu sit I

Ep(r) = -|-§ k>0 model z gipsu ,,pagorka”

Potencjat odpychajacy

rOwnia pochyla —
nakcelerator mechaniczny”

pozioma, gladka powierzchnia stotu
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Ruch w polu sit

Potencjat odpychajac
E o Uzyskane rozwigzanie pozostaje
; by stuszne, z doktadnoScig do zmiany
) znaku k = zmiana znaku p
= E >0 p
ot [ ' r(6 =
it .' (9) g-cos(f—0,) —1
5+ |
il Jak porzednio ¢ = /1 4 2ELZ
2L : p € — mk2
s :
O ?i —————— -
i ’ Teraz jednak zawsze £ > O
g){)\\y |I //
(B >0) V7
s S L Im wieksze e, tym wiekszy kat
S O 3 rozwarcia hiperboli
// b—— \-L
bt gl ™

/LG—_;:‘ - F PR

min

gataz ,dalsza” hiperboli
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