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Punkt materialny
ruch postepowy

e przesuniecie T
dx
redkoSc U= —
o pre v 7t
rzyspieszenie i= D
® a — —
przysp i
e masa m
e ped p = mu

e uktad izolowany p = const

Porownanie I

Bryta sztywna

ruch obrotowy (wzgledem osi symetrii !)

= kat obrotu

= predkosSc katowa

= przyspieszenie katowe

— moment bezwladnosSci

= moment pedu

= uktad izolowany

-1

I_: = const
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Porownanie I

Punkt materialny Bryla sztywna
ruch postepowy ruch obrotowy (wzgledem osi symetrii !)
» sita F — moment sity M
e réwnania ruchu F = ma — réwnania ruchu M=1I¢

df = dL, -

— = F = — =M

dt dt
» praca W:/ﬁ-df — praca W=/]\Z-dq§
» energia kinetyczna  Ej, = 3mo? = energia kinetyczna ~ Ej = 5Iw?

Dla ruchu obrotowego wzgledem ustalonej osi, pokrywajacej sie z osig symetrii bryty !!!
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Bak

Rownowaga
Zasada zachowania mementu pedu
] Jesli zapewnimy znikanie momentow sit to
| kierunek momentu pedu pozostanie staty
QT__) niezaleznie od dziatajacych sit i ruchu postepowego
= efekt zyroskopowy
ol i
- I Bak wirujacy wokot pionowej osi jest w rownowadze.
Momenty dziatajgcych sit sa rowne zero (wzgledem Si O)
= moment pedu jest staty
77 2 —> orientacja osi obrotu jest stata (bak symetryczny)
0 ‘ .,

L = &I = const

Czy jest to rownowaga trwata?
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Moment sit

Bak

Gdyby bak nie wirowat (L. = 0) to ustawienie pionowe
bytoby stanem rownowagi nietrwatej.

Wychylenie z tego potozenia powodowatoby powstanie
wypadkowego momentu sit oraz niezerowej sity wypad-
kowej, ktore powodowatyby wywrocenie baka.

Moment sity ciezkosci wzgledem punktu podparcia O:

—

M = ﬁij
M

mgR sin 6

R - odlegtos¢ Srodka ciezkosci od punktu podparcia
6 - kat odchylenia osi od pionu

Moment sity M skierowany jest prostopadle do osi baka...
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Precesja

e

Bak

W przypadku gdy bak wiruje, przytozony moment sity
powoduje zmiane catkowitego momentu pedu:

. L
y
dt
Wektor momentu pedu pokrywa sie z osig obrotu
Lia|7

natomiast wektor momentu sHy jest do niej prostopadty
M = mR x g L R

= wartoS¢C momentu pedu nie ulega zmianie

dL
dt
= kierunek momentu pedu zmienia sie = precesja



Precesja I

W przedziale czasu At moment pedu zmieni sie o:

Czestosc

AL = M At = mRg sind At
Spowoduje to obrot poziomej sktadowe] Lo kat
AL mRg sin 6

Ap = , — , At
L siné Lsind

— czestost z jaka wektor L bedzie zakre$lat stozek:
A _ mRg

w
B3 P At L
| = czestoSc¢ precesji

CzestoSc precesji maleje ze wzrostem momentu pedu (czestosci ruchu wirowego baka)
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Zyroskop

Rownowaga

“Waga”: ciezar zyroskopu jest zréwnowazona
przez odpowiednio dobrane ciezarki.

Jesli zyroskop jest w rownowadze przy L=0
to bedzie takze w réwnowadze dla L # 0

Jak zachowa sie zyroskop gdy zwiekszymy
lub zmniejszymy “przeciwwage” ?
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Zyroskop

Precesja

zwiekszone obcigzenie zmniejszone obcigzenie
(przypadek bagka)

zgodnie z ruchem wskazowek zegara
(patrzac os gory) przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara

CzestoS¢ precesjiw, = “+< = proporcjonalna do dodanej/brakujacej masy
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Zyroskop

Paradoks ?

Nie wirujacy bak wychylony z potozenia rownowagi L=0
lub nie zrbwnowazony zyroskop L=0= wywracaja sie

Natomiast jesli L # 0 to bak i zyroskop podlegaja preces;ji
= nigdy sie nie wywroca (zaniedbujac sity tacia).

Czy jest to stuszne dla dowolnie matych wartoSci L7

Z doSwiadczenia wiemy, ze nie !
Wirujgcy bak wywraca sie zanim predkosc katowa jego ruchu wirowego spadnie do zera.

Nasze rozwazania precesji nie byly Sciste
= dla matych momentéw pedu musimy uwzglednic dodatkowe efekty...
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Zyroskop

Precesja

Niech moment pedu zrownowazonego
zyroskopu wynosi L.

Co sie dzieje gdy zdejmiemy jeden ciezarek ?

WartoS¢ catkowitego moment pedu nie ulega
zmianie, gdyz moment sily ciezkoSci jest
prostopadty do L.

Obrot zyroskopu z czestoscig w, wzgledem pionowej osi = moment pedu Ep = wp Ip.
Aby catkowity moment pedu nie ulegt zmianie, oS zyroskopu musi sie nachyli¢ o kat:
N Lp _ mrglp
L L2
Duze L = 6 — 0 ( Lp mozna pominac) Mate L = zyroskop/bak wywracaja sie...

0
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Zyroskop

Nutacja

ldealna precesja, gdy koniec ramienia zy-
roskopu porusza sie ruchem jednostajnym
po okregu, zachodzi tylko przy szczegolnym
wyborze warunkow poczagtkowych.

W ogolnym przypadku na precesje naktadaja
sie oscylacje ramienia zyroskopu wokot
potozenia “stacjonarnej precesji” = nutacje.

Charakter tych dodatkowych oscylacji zalezy od warunkéw poczatkowch.
Zazwyczaj sa mato widoczne | zanikaja w czasie (ttumienie).

Ich amplituda rosnie dla matych wartoSci L
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Moment pedu

Do tej pory rozpatrywaliSmy wytgcznie ruch obrotowy wzgledem ustalonej osi.
Naogot byta to 0§ symetrii bryty, lub oS do niej réwnolegta.

W ogolnym przypadku problem jest bardziej skomplikowany

Przyktad - dwa wirujace ciezarki

Ciezarki w jednej ptaszczyznie L osi Ciezarki rozsuniete wzdtuz osi obrotu

_L> //’—»
) L

O$ obrotu jest osia symetrii L | & OS obrotu nie jest osig symetrii = E}M)

Li = my;r; X v; 1 T;




Moment pedu I
Przyktad I

Dysk wirujgcy wokot osi nachylonej do osi symetrii

Predkosc¢ katowa mozemy roztozyC na Moment pedu dysku
sktadowa rownolegta i prostopadta S ~
a g 1p P L, + I

do osi symetrii . .
I_I_CUL —|— I” w”

— 1—)
I_L (wJ_ —|— Ew”)

L

0s

5 = @ + &

Moment bezwtadnosci dysku: (wyktad 19)

I L. I L. I
= —mr = —mr° = —
. ™ 4 2+
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Moment pedu I

W ogolnym przypadku bryta sztywna moze nie mieC zadnej osi symetrii.

Jak wtedy wyznaczyC moment pedu, znajac predkosc katowa & ?

Zdefinicji momentu pedu: Z definicji bryly sztywnej:
L = Y m x U, = & X7
0
Otrzymujemy:
L=Ymmx@xm) =Y m|drf -7 (7 @)
0 0

—

korzystamy z tozsamosci wektoroweyj: A x (E X 5) = B ([f- 5) —C (/Y- §>

Kierunek L zalezy od kierunku & jak i potozeh poszczegdlnych elementéw bryty ;.
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Moment pedu

Rozpisujac na sktadowe:

i = (x4, Y, %) G = (wz,wy,wz) = [ = zwe+ ywy + ziw:
Otrzymujemy (na przyktadzie L;):
L, = Z m; [wg; ’I“Z-2 — x; (zwe + yjwy + ziwz)}
i

2 2
W E m;(ri —xf) — Wy - E m; T;Y; — Wa E m; T;2;

L, zalezy w ogo6lnosci od waszystkich skladowych predkosci katowe;j !

Podobnie:
2 2
Ly, = —wx-Zmi x;Yy; + wy-Zmi(ri —ys) — wz-Zm,,; Y; 2
L, = —wx-Zmi T2 — wy-Zmi v;2; + wz-Zmi(rg—z?)

1
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Tensor momentu bezwladnosSci I

Wyrazenie na skladowe I mozemy zapisat w postaci macierzowej:

[ L, ) [ Smi(r? —z?) Y miwy,  — Y m vz V([ we )
L =L, | = —Smyziy; Smi(r? —y?) =Y m; iz | wy

\ Lz / \ —Xmiziz —Ymiyiz Smi(rf—27) |\ we )

I — T - ;

tensor momentu bezwladnoSci

Skladowe tensora - wspotczynniki bezwtadnosci ogolna postac (u,v = =z,v, 2)
( Iow Izy Iz \ Iy = Zmi(5uv "“z'2 — U;v;)
- lub
I = Ly Iyy 1
T Iyjw = /de(F)((Suv r° — u V)

\ I Izy I _
delta Kroneckera: dyp = 1 dlau=wv | O dlau # v
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Tensor momentu bezwladnosSci I

Energia kinetyczna

“’y4 normalna

Z m; v Z m; (w><rz)2 \
os obrotu
Korzystamy z tozsamosci wektorowej: /
(AxB).C = A-(Bx0)

>

pIaszczyzna styczna

1 — — —
= Fp = ZE i W[ X (WX 75)]
(]

E, = —3L ==-&I&

N |~
N | =

Kierunek L jest prostopadty (normalny)
do powierzchni F;, = const W punkcie &
FE;. = const - elipsoida w przestrzeni «w
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Osie gtowne I

W ogolnym przypadku wszystkie wspoétczynniki bezwtadnosci moga byc rézne od zera
(tensor symetryczny = 6 niezaleznych wielkoSci)

Okazuje sie jednak, ze w kazdym przypadku mozna tak obrocic osie uktadu odniesienia,
zeby elementy pozadiagonalne znikaty: (diagonalizacja tensora)

I:Ey = gy = Iyz — Iyw = Iz = Izy =0
uktad taki definiuje nam osie gtowne bryly  (kierunki wtasne tensora)
Jesli bryta ma 0§ symetrii to bedzie ona jedng z osi gtdwnych !

= pozostaja tylko 3 wspoétczynniki diagonalne I, Iy, 1. (Wartosci wtasne)
L= (Lyg, Ly, L;) = (Iyz wz, Iy wy, Lz ws)
Dla obrotu wokét osi gtéwnej L || &

np. & = (w,0,0) = L = (Jgzw, 0,0) = [42@

A.F.Zarnecki Wyktad XX 18



Osie gtowne I

ProstopadtoScian Szescian

|/

b
/|

Rakieta tenisowa

Tak jak dla kuli !

Ipy = Iyy = I,

Iyx 5& Iyy ?& I
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Osie gtowne I

Energia kinetyczna w ukfadzie osi gtéwnych

1. 1

Jesli natozymy wiezy narzucajgce obroét ciata ze stata predkoscia katowa &
to przyjmie ono utozenie odpowiadajgce maksymalnej energii kinetycznej
= obroét wokot osi 0 najwiekszym momencie bezwtadnoSci
= maksymalna wartoS¢ momentu pedu

Wirujacy dysk Wirujacy pret

( e ( W \J,
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Osie gtowne

Wirujgcy tahcuszek
Przybiera ksztalt obreczy alp

odpowiadajgcy maksymalnemu momentowi bezwtadnoSci <~
= maksymalnej wartosci momentu pedu

= maksymalnej energii kinetycznej

W uktadzie obracajacym sie

Sita odsrodkowa dazy do rozmieszczenia masy jak najdalej od osi obrotu.

Stabilny jest stan odpowiadajgcy minimum energii potencjalnej (sity odsrodkowe))

= . 1
F, = m; (AJQT?:J_ = by, = —5 i w? 'ri
1 5 2 1 5
E'p — ZEp,i — —Ew ZmiTJ_ — —5(,0 I = _Ek
1 1

Minimum energii potencjalnej odpowiada maksimu energii kinetyczne,.

W uktadzie laboratoryjnym = masa “oddala sie” od osi zgodnie z zasada bezwitadnoSci



Osie gtdwne I

W przypadku bryly wirujacej swobodnie (stata wartos¢ L)
stabilny ruch obrotowy (staty kierunek wektora «) mozliwy jest
tylko wokot osi gtownych o najwiekszym i najmniejszym momencie bezwiadnosci

OS o najwiekszym | OS o posrednim | OS o0 najmniejszym |

7
/
a - -

obrot stabilny obrot niestabilny obrét stabilny
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