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Tensor momentu bezwladnosSci I

Tensor momentu bezwtadnosci pozwala powiazaé moment pedu bryty L
z predkoscia katowa &, w przypadku dowolnej bryly:

L = T1-&
Energia kinetyczna ruchu obrotowego:
1. - 1 .-
E, = —w-L = -—wlw
2 2

W ogolnym przypadku symetryczny tensor bezwtadnosci ma
6 niezaleznych sktadowych (wszystkie moga byc rozne od zera)

Sktadowe tensora - wspotczynniki bezwtadnosci ogolna postac (u,v = =x,v, 2)
~ Iy I:L'y Iy Lo — Zmz((su,v Tz'2 — ui'vi)
I = lyz lyy Iy lub
I Izy I _ >
Lyjw = /de(r)(éuv rc — uv)

delta Kroneckera: oyp = 1 dlau=wv | O dlau #= v
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Przykiad

Cztery masy rozmieszczone w rogach szescianu:

v A

- ~
X

e

.a/./ Tensor bezwtadnosci

Tensor momentu bezwladnosSci I
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Osie gtowne I

W ogolnym przypadku wszystkie wspoétczynniki bezwtadnosci moga byc rézne od zera
(tensor symetryczny = 6 niezaleznych wielkoSci)

Okazuje sie jednak, ze w kazdym przypadku mozna tak obrocic osie uktadu odniesienia,
zeby elementy pozadiagonalne znikaty: (diagonalizacja tensora)

I:Ey = gy = Iyz — Iyw = Iz = Izy =0
uktad taki definiuje nam osie gtowne bryly  (kierunki wtasne tensora)
Jesli bryta ma 0§ symetrii to bedzie ona jedng z osi gtdwnych !

= pozostaja tylko 3 wspoétczynniki diagonalne I, Iy, 1. (Wartosci wtasne)
L= (Lyg, Ly, Ly) = (Ipz wz, Iy wy, Lz ws)
Dla obrotu wokét osi gtéwnej L || &

np. & = (w,0,0) = L = (Jgzw, 0,0) = l42@
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Osie gtdwne I
Przyktad

Cztery masy rozmieszczone w rogach szescianu:

v A

Tensor bezwladnosSci

a
y 1 OO0
T 2
- I = O 30| -Ma
X’ O 0 2

Osie X', Y’ i Z sa osiami gtownymi I:

e 05§ X' - najmniejszy moment bezwtadnoSci
e 08 Y’ - najwiekszy moment bezwitadnosci

e 0S8 Z - posredni moment bezwtadnoSci
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Osie gtdwne I

W przypadku bryly wirujacej swobodnie (stata wartos¢ L)
stabilny ruch obrotowy (staty kierunek wektora «) mozliwy jest
tylko wokot osi gtownych o najwiekszym i najmniejszym momencie bezwiadnosci

OS o najwiekszym | OS o posrednim | OS o0 najmniejszym |

7
/
a - -

obrot stabilny obrot niestabilny obrét stabilny
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Rownania Eulera I

Dotychczas rozpatrywaliSmy ruch obrotowy bryly sztywnej w uktadzie inercjalnym (LAB).
Wiemy, ze sktadowe tensora bezwtadnosci I zaleza od wyboru uktadu odniesienia.
Najwygodniejsza postac (diagonalng) tensor przyjmuje w uktadzie osi gtéwnych.

Uktad odniesienia zwigzany z osiami gtownymi jest uktadem
nieinercjalnym - wiruje razem z obracajacym sie ciatem !

PrzejScie do tego uktadu jest jednak bardzo pomocne, jeSli chcemy rozpatrzec
0golny przypadek ruch obrotowego (tj. & nie pokrywajaca sie z osig gtowng).
Wektor momentu pedu w obracajacym sie ukladzie osi gtéwnych (z/, ¢/, 2'):
L' = (Ly,Ly, L)
Zwigzek z wektorem momentu pedu w ukfadzie laboratoryjnym (z, y, z):
E — (Laj, Ly, Lz) — L$, Z$, + Ly/ Zy/ + LZ’ ZZ’

Ugls Tyl Ly - WETSOry zwigzane z osiami gtdownymi, obracajace sie razem z brytg
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Rownania Eulera I

Roéwnanie ruchu obrotowego w uktadzie inercjalnym

LY
dt
Wyrazajac L przez wspotrzedne w uktadzie obracajacym sie:

dL d(Ly iy + Ly iy + Lyiy)

dt dt
del - dLy/ - sz/ - d;a:’ diy/ dgz/
e a Y a Pty Ty Ty e
. di . di . di .
Pochodne wersoréw po czasie: o= 5 x Bty Y = B x 1y, = G x o
dt dt J dt
Otrzymujemy:
. dL dL’
M="—" = "+ &xL
dt dt
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Rownania Eulera I

W uktadzie osi gtownych:

—

L, = I:c’ W/ 'ixl -|— Iy/ wy/ Z / —|— I 1 Wyt Z 2!
dL’ ; dw,/ - dw,s - dw,, -
—_— = 2! (2 —|— Iy ) / —|— I/ (2%
dt dt dt dt
( (o o U0 \
- 21
wXx L = W Wy W,/ —
K I:c’ W/ Iy’ wy/ Iz’ W1 )
— (Iz’ — Iy/) wy/wz/ im’ -I— (le — Iz/) A iy/ —|— (Iy/ — le) wmzwy/ iz/
M = Mwliw/—l—M/Z/-I—M/Z/
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Rownania Eulera I

o | dL’
Rozpisujac réwnanie ruchu na sktadowe o + Gx L' =
(
d
Yo —|— (I /I — /) wy/wzz
. : dw

Roéwnania Eulera ¢ Iy/ y’ L) wywy

dw P

—|— (I /I — /) wxzwy/

\

Opisuja zmiany wektora predkosci katowej w uktadzie bryly
(w szczegolnosci potozenia osi obrotu wzgledem osigtéwnych)

Loy, Iy, Iy - state wspotczynniki, M., M,,, M - funkcje

M
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Bak swobodny I

Bryta na ktorg nie dziataja zewnetrzne momenty sit: bgk swobodny.
Dla uproszczenia rozpatrzmy bgk symetryczny: /., = Ly = 1
Wtedy rownania Eulera redukuja sie do:

d I,—1
W _I_ ( 2! ! wz,) wy, — 0

dt Isc’
dw I,—1

y/ — 2 7! wzl wml — O
dt Iw’
dwz/ . O
dt o

Pierwsze dwa rownania sprowadzaja sie do rownania oscylatora charmonicznego:

dem’
dt?2

Iy—1
= —Q%uw, gdzie: Q = ( 2 wz/>
I,

A.F.Zarnecki Wyktad XXIII
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Bak swobodny

oA o$ momentu pedu

Ostatecznie otrzymujemy rozwigazanie w postaci:

os$ obrotu

wy = w| CoS(2t+ @) PET T WA N -

Wyt = w | Sin(2t + ¢)
W, = wH — const

/
stozek polhodii

W uktadzie bryly, wektor & zatacza stozek wokot osi giownej

= zmianom kierunku z czestoscia 2 podlega takze wektor momentu pedu L
Okres “precesji”

T o— 2_7r _ I, 27
Q I/—Ix/ w”

z
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Poniewaz Ziemia nie jest idealng kula

0S obrotu Ziemi podlega preces;ji

Bak swobodny
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W uktadzie laboratoryjnym L=const

Precesji podlega 0S symetrii bryty.
Dwa przypadki:

Ix/ = Iy/ > Iz’

os momentu pedu

z‘t 0s obrotu

o8 symetrii

/

stozek preces;ji

N\
stozek polhodii

stozek herpolhodii

Ol’

‘cygaro’

Bak swobodny

(bgk swobodny)

le = Iy/ < Iz’

o$ momentu pedu

A os obrotu
0§ symetril

stozek precesji

stozek herpolhodii

f’/ 0'
stozek polhodii
]x’ -_— [yi < 12‘

“dysk”

A.F.Zarnecki

Wyktad XXIII
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Bak swobodny

0§ symetrij

Ziemia nie jest “bakiem swobodnym”.

NiejednorodnosSci pola grawitacyjnego
w ktorym sie porusza (niezerowy mo-
ment sit grawitacji) powoduja “precesje Liemia
astronomiczng” osi obrotu Ziemi

(precesje wektora momentu pedu)

0=23°27"

schemat = -
plaszczyzna ekliptyki

Okres precesji wynosi ok. 26 000 lat

—normalna do plaszczyzny ekliptyki

— e —— ] —— ——
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Kompas zyroskopowy I

Rozwazmy zyroskop w uktadzie
obracajacej sie Ziemi. |

l nbiegun”

Jesli na zyroskop nie dziatgjg zewnetrzne \1'1 w -
momenty sit, bedzie on zachowywat * oy /
orientacje w przestrzeni (wzgledem :
zewnetrznego uktadu inercjalnego!) I'

Am | // @
Jesli jednak natozymy wiezy wymuszajace  \JA W J
poziome potozenie osi obrotu zyroskopu @Q L,// ol
(réwnolegle do powierzchni Ziemi) to po LA wrownik”

pewnym czasie 0S zyroskopu ustawi sie -
wzdtuz potudnika.

Bedzie to efekt dziatania momentow sit wiezow.
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Podsumowanie wyktadu I

Najwazniejsze elementy wyktadu.
Co staratem sie Pahstwu pokazac/przekazac:

e uniwersalnosc praw fizyki < wzglednoS¢ opisu

musimy zawsze sprawdzic warunki stosowalnosci przyjetego modelu
e piekno transformacji Lorenza

SpOjnoSE opisu mimo wielu pozornych paradoksow

nie mozna by¢ fizykiem nie rozumiejac szczegolnej teorii wzglednosci !
e prostote rownan ruchu

Dla fizyka sga najwazniejsze. Rozwigzywanie ich to juz matematyka...

e potege praw zachowania
Dzieki nim mozemy znacznie uproscic rozwazane zagadnienia...

e zwigzek z fizykg wspotczesna
Mechanika jest “fundamentem” catej fizyki...

A.F.Zarnecki Wyktad XXIII
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Egzamin I

W dniu 19 stycznia 2003, godz. 1499 — 1890,
Sala Duza DoSwiadczalna + Aula

Egzamin pisemny

Miejsca na salach beda numerowane i przydzielane wg. imiennej listy.

Bardzo prosimy o punktualne przybycie i sprawdzanie przydzielonej sali!

Egzamin bedzie sie sktadat z dwoch czesci:
e test “teoretyczny” = 30 minut
krotka przerwa

e 4 zadania rachunkowe =- 3 godziny 30 minut

A.F.Zarnecki Wyktad XXIII
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Egzamin I

30 pytah z materiatu przedstawionego na wyktadach (bez ostatniego o neutrinach !)

Test “teoretyczny”

W miare mozliwosci rownomiernie roztozonych tematycznie (1-2 pytania na wyktad)
Do kazdego pytania 4 odpowiedzi, z czego dokladnie jedna prawidtowa.
Punktacja:

e dobra odpowiedz = 41

o ziaodpowiedz = —0.5 (losowe skreSlanie nie optaca sie)

Zadania rachunkowe

4 zadania z catlego materiatu przerabianego na cwiczeniach

Materiat obowiazujacy do obu kolokwiéw
+ bryta sztywna
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Egzamin I

Zaliczenie czesSci rachunkowej

Do egzaminu pisemnego dopuszczone beda tylko te osoby,
ktore z kolokwiow i cwiczen uzyskaty przynajmniej 10 punktow.

W przeciwnym wypadku, czeS¢ rachunkowa egzaminu pisemnego
bedzie traktowana jako kolokwium poprawkowe.

Do zaliczenia czeSci rachunkowej konieczne jest uzyskanie tgcznie (kolokwia +
ocena asystenta + czesc rachunkowa egzaminu) przynajmniej 30 punktow.

Dobry wynik z egzaminu pisemnego moze zaliczy¢ czeSc¢ rachunkowa,
takze w przypadku kiepskich wynikow obu kolokwiow.

Zaliczenie czeSci rachunkowej jest niezbedne do zdania egzaminu!

Na podstawie wynikow czesci rachunkowej (+kolokwia) oraz wyniku testu
proponowana jest ocena konhcowa

A.F.Zarnecki Wyktad XXIII
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Egzamin I

Tylko dla osob, ktére zaliczyty czeSc rachunkowa,
w przypadku gdy:

Egzamin ustny

e wyniki nie pozwalaja na jednoznaczna oceneg
lub

e chca poprawit zaproponowang ocene
poprawiajac wyniki testu teoretycznego

e nie ma mozliwosci poprawienia oceny w przypadku
ztych wynikéw obu czesci (rachunkowej i teoretycznej)

A.F.Zarnecki Wyktad XXIII
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Przyktadowe pytania testu teoretycznego:

1. Jednostka uktadu Sl nie jest:

A

2. Jaka czeSC metra stanowi 1 nm:

A

A B | mol

10—° B[10~°

Egzamin

cl10—12

3. Jak skierowane jest przypieszenie w ruchu prostoliniowym:

A

D

prostopadle do predkosci
nie ma przyspieszenia

B

rownolegle do predkosci

10715

C | dowolnie

4. Uktad B porusza sie z przyspieszeniem wzgledem uktadu A. Wynika z tego, ze:

A

C

Oba uktady sg inercjalne

Jeden z uktadow jest inercjalny

B | Oba uktady sa nieinercjalne
D | Jeden z ukladow jest nieinercjalny



Egzamin poprawkowy I

W dniu 12 lutego 2004 (czwartek), godz. 1499 — 1800

Egzamin pisemny

Organizacja jak w pierwszym terminie...

Egzamin ustny
Termin zostanie wybrany w zaleznosci od liczby osaob...

A.F.Zarnecki Wyktad XXIII
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