Zadania z kolokwium 16.11.2009 (Fizyka Medyczna i Neuroinformatyka)

1. Przesuniecie dopplerowskie w badaniu echokardiografem

Wersja A

Gtowica echokardiografu emituje sinusoidalna fal¢ ultradzwigkowa o czestotliwosci £=2,900
MHz). Fala ultradzwigkowa, przechodzi przez tkanke migkka predkoscia v=1450m/s i odbija
od przeplywajacej w aorcie krwi. Krew w aorcie ptynie ku gtowicy. Glowica echokardiografu
zarejestrowala falg odbita o czgstotliwosci £,=2,902 MHz. Jaka jest predko$¢ przeptywu krwi
w aorcie? Jaka jest dtugo$¢ fali ultradzwigkowej w tkance?

Rozwiazanie:

Dhugos¢ fali w tkance. A = Y. &T/Sl =0,5mm

f 29-10°s”

V+V, VY
A v

Czestotliwos¢ odbierana przez nieruchoma glowice, gdy zrédto o predkosci vy emituje falg o

czestotliwosci fi:

f

Czestotliwosé ,,widziana” przez czoto strumienia krwi f, =

V-V vV V-V v
Ay = S = —= = = f, = f,
f, o f, V-V
: : v V. V+V V4V
W rezultacie dostajemy: f, = f, = =f = f,= > f
V-V, V-V, V V-V,

Poszukiwanie v, gdy dana jest odbierana czgstotliwos¢ £,=2,902MHz wymaga
przeksztalcenia:
. V+V
g
V-V,

fo= f(v-v)=fv+v,) =v(f,—f)=v,(f, +f) :VS:V(:g;‘;)
[g j

Rezultat liczbowy w przyblizeniu mozna uzyskac bardzo tatwo (bez kalkulatora)
f, - f) m  2kHz

vV, =V = V, =1450—- =0,5m/s
ifg + f } s 5,8MHz
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Wersja B

Gtowica echokardiografu emituje sinusoidalna fal¢ ultradzwigkowa o czgstotliwosci f=4,350
MHz). Fala ultradzwigkowa, przechodzi przez tkanke migkka z predkoscia v=1450m/s i
odbija od przeptywajacej w aorcie krwi. Krew w aorcie ptynie w kierunku od glowicy.
Glowica echokardiografu zarejestrowata falg odbita o czgstotliwosci f,=2,347 MHz. Jaka jest
predkos¢ przeptywu krwi w aorcie? Jaka jest dlugos¢ fali ultradzwigkowej w tkance?
Rozwiazanie:

Dtugos¢ fali w tkance. 4 = v &mﬁ/sl =0,33mm
f 435-10°s”
o . ) V-V, V-V
Czestotliwosé ,,widziana” przez czoto strumienia krwi f, = 7 = f
Vv

Czestotliwos¢ odbierana przez nieruchoma glowice, gdy oddalajace si¢ zrédto o predkosci v
emituje fale o czestotliwosci fy:
P V+V, Vo VHY v

g 9
f, f, f, V+V

. : v V V-V V-V
W rezultacie dostajemy: f; = f, = ~f = f,= > f
V+V V+V, vV V+V

Poszukiwanie v, gdy dana jest odbierana czgstotliwos¢ f,=2,902MHz wymaga
przeksztatcenia:

V-V

f, = s

_ _ _ (f_fg)
V+st = f(v+v)=f(v=v,) =v(f-f)=v(f, +f) =v =v -y

Rezultat liczbowy w przyblizeniu mozna uzyskac bardzo tatwo (bez kalkulatora)
(f-f,) m  3kHz

vV, =V = V,=1450—- =0,5m/s
(fg + f ) s 8,7MHz
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Zadanie 2

Obydwa zadania mozina byto rozwigzaé réinymi metodami. Wszystkie metody prowadzgce do
prawidtowego wyniku byty oceniane w ten sam sposéb.

Rozwigzanie, wersji A.

Zadanie to rozwigzemy metodg standardowg — znajdujgc najpierw réwnanie ruchu, a potem tor.
Uktad wspoétrzednych wigzemy z armatg (chociaz mozna i z powierzchnig Ziemi, nie zmienia to
rozwigzania).

W przyjetym uktadzie wspotrzednych predkos¢ V ma dwie sktadowe

v, = Vcos(a)
{vy = Vsin(a)

Rownania ruchu opisujgce ruch pocisku wzdtuz osi x i y sg nastepujace:
x =Vcos(a)t
] 1
y = Vsin(a) — Egtz

Aby znalezé tor ruchu pocisku, z drugiego réwnania wyznaczamy czas ruchu i wstawiamy do
pierwszego rownania:

( t=—2>

" veos(a)
x 1  gx
cos(a) 2v?cos?(a)

2

y = vsin(a) "

Poszukujemy teraz takiej wspdtrzednej x (zasiegu strzatu), ktérag dalej oznaczamy jako /, dla ktérej y=-
h:

l 1 gl?
_— -
veos(a) 2v2cos?(a)

—h = vsin(a)

gl?

2v2 cos?(a) tg(@l=h=0

Znalezienie zasiegu odpowiada zatem znalezieniu pierwiastkow powyiszego rdéwnania

kwadratowego.
Obliczamy:
2hg
— 2 T2 cnc2 ()
A=tg“(a)+ v2 cos?(a)
2hg
, __2hg
tg(a) £ th (@) + 3 cos?(a) 2 cos?(a) 29
L, = - @t 1@+ @
1,2 gl2 gl@) £ |tg*(a)+ v? cos?(a)

v?cos?(a)



W rozwazanym przypadku interesuje rozwigzanie ze znakiem ,,+”:

v? cos?(a) 2hg v?sin(2a) 2hg
l=—"|¢t + [tg?(a) + = 1+ 1+—=5—=——
gl@x [tg*(@) v2 cos?(a) 29 v? sin?(a)
Czas lotu pocisku wyznaczymy korzystajgc z pierwszego réwnania:
x
t =
vecos(a)
Czas lotu na odlegtosé x = | jest réwny:
2 .
vesin(2a) 1+ 14— Zhg
29 v?sin?(a) _
vsin(a) 2hg
t= = 1+ 1+—=—7—
vcos(a) g v?sin?(a)

Podstawmy dane liczbowe, obliczmy najpierw wyrazenie pod pierwiastkiem:

10m
2hg 2-210m - =~ 4200 21
2 T 2 = 2 = =
vsini@) - (2007)" - sin2(450) 40000 .1 100
S 2
1+21_ 21_11_
100 100 10
Reasumujac:
14 1420 ) o4
v2cos2(a) |
200m\? m2
(557) sin (2 - 459 400007
l 21=—235".21=14200
2 10m/s? T 20m/s? m
m+/2

200?7 N
t—W'Z,l—Zl 2s



Wersja B.

Zadanie to rozwigzemy metodg standardowg — znajdujgc najpierw réwnanie ruchu, a potem tor.
Uktad wspotrzednych wigzemy z mozdzierzem.

W przyjetym uktadzie wspotrzednych predkosé V ma dwie sktadowe:

v, = Vcos(a)
{vy = Vsin(a)

Rownania ruchu opisujgce ruch pocisku wzdtuz osi x i y sg nastepujace:
x =Vcos(a)t
. 1,
y = Vsin(a) — Egt
Aby znalez¢ tor ruchu pocisku, z drugiego réwnania wyznaczamy czas ruchu i wstawiamy do

pierwszego réwnania:

. X
~ vcos(a)

x 1 gx?

= vsin(a) veos(a) 2 v?cos?(a)

Poszukujemy teraz takiej wspdtrzednej x (zasiegu strzatu), ktérg dalej oznaczamy jako /, dla ktérej y =
d:

l 1 gl?
- — -
vecos(a) 2v?cos?(a)

d = vsin(a)

gl?

57 cosZ(a) cos?(a) —tg()l+d =0

Znalezienie zasiegu odpowiada zatem znalezieniu pierwiastkdw powyiszego rdéwnania

kwadratowego.
Obliczamy:
2dg
— 2 e
4=tg°(@) v? cos?(a)
2dg
tg(a) £ [tg*(@) — —5—o7—~
. \] 2 COSZ(OC) _vz COSZ(CI) . + lea ng
1,2 — glz - g(a) - g (a) 12 COSZ(Of)

v? cos?(a)



W rozwazanym przypadku interesuje rozwigzanie ze znakiem ,,+”:

12 COSZ((Z) 2dg v? sin(2a) 2dg
_ + 2(a) — = -
l Y tg(a) £ [tg*(a) v? cos2(a) 29 I+ 11 v?sin?(a)

Czas lotu pocisku wyznaczymy korzystajgc z pierwszego réwnania:

, X
" veos(a)

Czas lotu na odlegtosé x = | jest réwny:

2 .
vesin(2a) 14+ [1-— ZIdg
2g v?sin?(a) ,
vsin(a) 2dg
= = 1+ [1—-—-—

vcos(a) g v?sin?(a)
Podstawmy dane liczbowe, obliczmy najpierw wyrazenie pod pierwiastkiem:

2dg 2-99m- 10m/s? 198 99

vZsin?(a) (100m)2 1 5000 2500
S 2

. 99 [2401 49
2500 /2500 50

Reasumujac:

(1 +49) _ 99
50/ 50

100m?
l_( =) 99 _10000 99
~2.10m/s2'50 20 50 M

10012 g4
2
t=—23 2 .2~ =99/2~10V2~14
10m/s? 50 s

Uwagi do rozwigzan i punktacji.

1. Powyzej przedstawiono przyktadowe rozwigzania. Przy ocenie rozwigzan byty uwzgledniane
takze inne metody, o ile byly rozsgdne, uzasadnione i prowadzity do poprawnego
rozwigzania.

2. Gtéwnym popetnianym btedem byto zbyt wczesne podstawienie danych liczbowych, do
rownan, w szczegélnosci do réwnania toru:



l 1 gl?
vecos(a) 2v?cos?(a)

d = vsin(a)

co przy obliczaniu pierwiastkow réwnania kwadratowego prowadzito do ,,astronomicznych”
i zazwyczaj btednych wynikow.



Zadanie 3A

Na rowni o kacie nachylenia ¢, znajduje si¢ klocek o masie m, ktorego wspotczynnik tarcia
poslizgowego o rowni¢ wynosi & Do klocka jest przymocowana linka, ktéra przewieszono
przez niewazki i mogacy si¢ obracac¢ bez tarcia bgben u szczytu réwni, za§ na drugim koncu
linki zawieszono drugi klocek o masie 2m. Poczatkowo nieruchome klocki spontanicznie
zaczgly si¢ poruszaé tak, ze klocek na réwni jest podciagany do gory. Okresl z jakim
przyspieszeniem porusza si¢ kazdy z klockéw oraz policz warto$¢ liczbowa przyspieszenia,
jesli a=45°, u=0.1, zas g = 10 m/s’.

e

2m

Rozwigzanie

Przyjmujemy, ze o$ stuzaca do opisu ruchu klocka lezacego jest skierowana wzdhuz réwni
1 zwrocona pod gore, za§ os$ opisujaca ruch klocka wiszacego jest skierowana pionowo w dot.
Naciag nitki oznaczamy przez T. Wtedy, w sytuacji statycznej sita naciagu T = 2-m-g
przewaza nad sila zsuwajaca m-g-sina= 0.71:-m-g 1 klocek lezacy zacznie by¢ podciagany do
gory, ardownoczesnie klocek wiszacy zacznie si¢ opuszczaé z przyspieszeniem o tej samej
wartosci, co przyspieszenie klocka lezacego, ale ruch ten zostanie wszczgty, o ile tarcie
statyczne us jest wystarczajaco male (1<(2-sina)/cosa = 1.83). Jesli ruch ten si¢ rozpocznie,
bilans sktadowej sity skierowanej wzdhuz réwni, dziatajacej na klocek lezacy ma postaé:
m-a= T-m-g-sin- pm-g-cose, za$ bilans pionowej sktadowej sity dziatajacej na klocek
wiszacy ma forme nastgpujaca: 2m-a = 2m-g — T. Rozwiazujac t¢ par¢ rownan wzgledem a
dostajemy a = g-(2-sina-zrcosa)/3 = 4.07 m/s”.

Zadanie 3B

Na rowni o kacie nachylenia ¢, znajduje si¢ klocek o masie 2m, ktorego wspotczynnik tarcia
poslizgowego o rowni¢ wynosi x4 Do klocka jest przymocowana linka, ktora przewieszono
przez niewazki i mogacy si¢ obracaé¢ bez tarcia bgben u szczytu réwni, za§ na drugim koncu
linki zawieszono drugi klocek o masie m. Poczatkowo nieruchome klocki spontanicznie
zaczely sig poruszaé tak, ze klocek na réwni si¢ zsuwa. Okres§l z jakim przyspieszeniem
porusza si¢ kazdy z klockow oraz policz warto$¢ liczbowa przyspieszenia, jesli a=45°,
1=0.1,za§ g =10 m/s".




Rozwigzanie

Przyjmujemy, ze o$ stuzaca do opisu ruchu klocka lezacego jest skierowana wzdhuz réwni
1 zwrdcona pod gore, za$ o$ opisujaca ruch klocka wiszacego jest skierowana pionowo w dot.
Naciag nitki oznaczamy przez T. Wtedy, w sytuacji statycznej sila zsuwajaca
2m-g-sina = 1.41-m-g przewaza nad sita naciagu T = m-g i klocek lezacy zacznie si¢ zsuwac,
arownoczesnie klocek wiszacy zacznie by¢ podciagany do gory z przyspieszeniem o tej
samej wartosci, co przyspieszenie klocka lezacego, ale ruch ten zostanie wszczety, o ile tarcie
statyczne ys jest wystarczajaco male (u<(2sina-1)/(2cosa)~= 0.29). Jesli ruch ten sig
rozpocznie, bilans sktadowej sity skierowanej wzdluz rowni, dziatajacej na klocek lezacy ma
posta¢: 2m-a = T-2m-g-sina + w-2m-g-cosa, zas bilans pionowej sktadowej sily dzialajacej na
klocek wiszacy ma forme¢ nastgpujaca: m-a= m-g—T. Rozwiazujac t¢ parg réwnan
wzgledem a dostajemy a = g-(1-2sinart2rcos@)/3 ~ -0.91 m/s’.
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