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Dynamika

Fizyka | (Mechanika)

Wyktad IV:

e Rozwigzywanie rownan ruchu

= ruch w jednorodnym polu elektrycznym i magnetycznym
e Dynamika ruchu po okregu
o Sily sprezyste
e Opory ruchu



Rownania ruchu I

Podstawowym zagadnieniem dynamiki jest rozwigzywanie réwnan ruchu,
czyli okresSlanie ruchu ciata ze znajomosci dziatajacych na nie sit.

Sita dziatajgca na ciato moze zalezec od potozenia i predkosci czastki oraz czasu
= rOwnanie ruchu:

d27(t)
dt?
Ogolne rozwigzanie ma szeSc statych catkowania:
?? — /’?(t7017027"'706)

Aby Scisle okresli¢ ruch ciata musimy poza rozwigzaniem réwnah ruchu
wyznaczyC wartosci wolnych parametrow (w ogolnym przypadku szesciu)
NajczeSciej dokonujemy tego okreSlajac warunki poczatkowe:

o 7 (to)

U0 v (to) to - wybrana “chwila poczatkowa”

= F(70,t)

A.F.Zarnecki Wyktad IV



Rowanania ruchu

Pole elektryczne Rownania ruchu:
d?x 0
m — =
dt?
d2y
m— = E
dt? “
*  Catkowanie + warunki poczatkowe
kond taski
I__ on ensitor plaski I—L ) _ = 2(t) = vg-t
QF
. y(t)y = 217
State jednorodne pole elektryczne £ = (0, E/,0) 0F o
. . rownanie toru: y =
W chwili tg = O w punkcie 7o = (0,0, 0) w pole = I 2mug -
wlatuje z predkoscia vy = (vg,0,0) czastka o Kat odchylenia:
masie m I tadunku @ d E L
tang = = = ¢ 5
Fr = QF dxlz=L m v§



Rowanania ruchu

Pole magnetyczne Z definicji iloczynu wektorowego

2
dr:Q. dr dy dz

V//V///% KRR

Ukiad dwodch rownan:

X d?z dy
7 _ =~ P
elektromagnesu )
/ ) . m®Y _ op®
dt? dt
State jednorodne pole 5 = (0,0, B) Catkujac pierwsze réwnanie
W chwili to = O w punkcie 75 = (0,0,0) m® = 0B (y— )
w pole wlatuje z predkoscia vg = (0, vg, 0) dt
czastka o masie m i tadunku ¢ — f_g - _ (Q_B)Q (y — ye)
t

Fg = Q-Ux B sita Lorenza



Pole magnetyczne

Otrzymujemy réwnania ruchu:

dy 2 ( ) oscylator
- f— — W —
12 Y—"Yc
dx Q B
at = w (¥ —ye) W=—"
t m

= ruch po okregu w - czestosc cyklotronowa

Rowanania ruchu I

Rozwigzanie:
xr = r-sin(wt+ ¢g) + x¢
y = r-cos(wt+ ¢g) + ye
gdzie r - promien cyklotronowy:
m vQ
QB
Z warunkow poczatkowych
(7(0) = 70 1 9(0) = p):

T =

x = r-(1—coswt)
Yy = r-Sinwt

Ruch w polu magnetycznym
jest jednostajny: v = const
m v P

r = = —

QB B

A.F.Zarnecki Wyktad 1V



Rowanania ruchu

W fizyce czastek pole magnetyczne powszechnie wykorzystywane jest do pomiaru pedu
czastek. Wszystkie dlugozyciowe czastki natadowane majg tadunek +1e...

Komora pecherzykowa w CERN Detektor CDF w Fermilab
\ - missing Energy

- '-_\“‘w

b Jet

\ -r "ﬂ




Rowanania ruchu I
Pole magnetyczne

W ogolnym przypadku predkoS¢ czastki
V nie musi byC prostopadta do wektora
indukciji pola magnetycznego B.

Jednak sita Lorenza zawsze prostopadta
do B = na kierunku réwnoleglym do
pola znikal

W kierunku wektora pola ruch czastki
jest ruchem jednostajnym.

W ogolnym przypadku torem ruchu jest
spirala.

A.F.Zarnecki Wyktad IV



Rowanania ruchu I

Odchylenie czgstki przelatujacej

Pole magnetyczne

ekran

A | przez waski obszar jednorodnego pola
¥
@ © e zaktadamy wt < 1:
e ® © | r ~ r-wt
{ v, 2
0 N . - (Cdt)
] ~ . _ _
| sitaFy=0dlax>L 7 y =T [(1 2 > 1]
®
; 2
o | _
sifa FE%Oc?jla 0<xgL 27T
!
— Lo S, - d -
" i Kat odchylenia:
promien krzywizny tanf = @ e £ = Q B L
dx|rz=1TL r m Vg

srodek krzywizny

A.F.Zarnecki Wyktad IV 7



Rowanania ruchu I

Spektroskop Thomsona (1913)

Czastki przelatuja przez obszar
jednorodnych pél E i B

E 1l B
Pozycja czastki na ekranie d > L
BLd
Yo ~ d-tan@BzQ
m vQ
ELd
m’UO
s ™m E 2
Z p— . .
‘ QO B2Ld ¢

Czastki o roznych vg uktadaja sie na parabolach odpowiadajacych ich %
—> separacja izotopow o roznych masach - spektroskopia masowa

A.F.Zarnecki Wyktad 1V



Selektor predkosci

Rowanania ruchu I

Czastka w skrzyzowanych

jednorodnych polach £ 1 B
Fp
Fp

QE
Q-7 x

Dla predkosci Vo = %
wypadkowa sit FE + FB =0

—> tor prostoliniowy

— metoda selekcji czastek
o ustalonej predkosci

niezaleznie od ich QQ im

A.F.Zarnecki

Wyktad IV



Rowanania ruchu

Spektrometr Bainbridge’a

wigzka jonow
Ee /
zrod‘lo I\ l

JOI]OW

¥ selektor predkosci

przestony
ze szczelinami

i

klisza fotograficzna

Mierzymy promien cyklotronowy r = g’

c
(@)

Sv/esliew

dla czagstek o ustalonej predkosci vg
= pomiar %

przesfona ze szczeling —

-

my<my<my

AN

klisza fotograficzna

Czastki o r6znych masach zaczernia klisze
w réznych odlegtoSciach od szczeliny



Ruch po okregu I

“Kazde ciato trwa w swym stanie spoczynku lub ruchu
prostoliniowego i jednostajnego, jesli sity przytozone nie
zmuszajz ciata do zmiany tego stanu.” |.Newton o

Zasada bezwladnosSci

— aby ciato pozostawato w ruchu po okregu konieczne
jest dziatanie sity = sita do Srodkowa

Ruch po okregu moze by¢ wynikiem dziatania r6znego rodzaju sit:
e sily zewnetrzne
— sita Lorenza (pole magnetyczne)
= sily sprezystosci

o Sity reakcji wiezow (kulka na nitce)
o wypadkowej sit reakcji | sit zewnetrznych (regulator Watta, kulka w wirujgcym naczyniu...)

A.F.Zarnecki Wyktad 1V 11



Ruch po okregu I
Sita doSrodkowa

Czastka natadowana w polu magnetycznym

Sita Lorenza: - L =
FB = Q-’UXB
Dla @ L B:
FB — Q’UB
B 1
= Fp = ¢ mv? = = muv?
Promien cyklotronowy: m v T
m v p
T p— _ =
QB QB :
Fp = e — mw2r
r

A.F.Zarnecki Wyktad IV



Sita dosrodkowa

Regulator Watta

Ruch po okregu I

Kulka w wirujgcym naczyniu

Sita dosrodkowa jest wypadkowa sity reakcji i sity ciezkoSci:

F

mg’—l—}_f

A.F.Zarnecki

Wyktad IV

13



Sita dosrodkowa

= V
X
x = r-cos(w-t)
y = r-sin(w-t)
z = 0
= az = —w?r-cos(w-t)
ay = —w? r-sin(w - t)
= @ = —w’T
= ﬁ = —mw2r

Ruch po okregu I

. dv
a = —
dt
dv = v-d¢p = vwdt
_ — 2. —
a = vw we T rd(p

fffffffffff o
W zapisie wektorowym: & = const
B dV d(& x 7) L dF
= — = = W X —
dt dt dt
= GxV = Ix (X7
= —w?-7 7L = (,9,0)

A.F.Zarnecki

Wyktad IV



Ruch po okregu I

Kulka w wirujgcym naczyniu Sita dosrodkowa skierowana poziomo
ze sktadania sit:

Sita dosrodkowa

= R-cOosa — mg = 0
F = R-sina = mg-tana

Z rbwnania ruchu:

F = mwQTJ_ = mw?r-sina
= COSa = g
w=r
. . . : 7 _
F = mij+ R Kulka odchyli sie dopierodla w > \/;—wo

wo - €zestoSc drgah wahadta
matematycznego o dtugosci r

A.F.Zarnecki Wyktad 1V 15



Sita sprezysta

Prawo Hooke’'a

Prawo Hooke’a jest prawem empirycznym
Opisuje zaleznoSc sity sprezystej od Jest stuszne tylko dla matych naprezen.
odksztatcenia ciata:

i granica wytrzymatosSci |

r
0,041
« CuE=172.1011 X H
3 o !
goos  Pr=19 108 &/
¥ Pr~103E :'é
> 002} r~10 /
£ . /
2 4
AL :;. 0,01 : {!
F=ES==
OdL_-aa.-—'—'—D'L"""“o""o‘l-c'_6 4
0 50 100 150
E - modut YOunga [N/mQ] naprezenie w niutonach na mm?

naprezenie odpowiadajgce dwukrotnemu wydtuzeniu  granica proporcjonalnosci | (Pr)

A.F.Zarnecki Wyktad 1V 16



Sita sprezysta

Relaksacja
Prawo Hooke’a odnosi sie do sytuacji statycznej. HStereza
Od momentu przytozenia sity do osiggniecia 44 o
odpowiedniego odksztatcenie mija skonczony 061 /g,-ff"'
czas - czas relaksacji o g7
&’
02r %
-4!-'{‘ czas relaksacji l . ﬁ(;’ | | o
r—T— -20  -10 {/T 10 20
0,41 ;ogcﬂ"o"O‘o—O-“-'}"‘*-"‘““‘? //06,2_ sila rozciagajaca w niutonach
: | 47
0,3 i | o TOAE
S i ! %
. 5 } 4’;‘ i “0,6*‘-
0,2 ; ? *
! I . . C e ' ;o .
t ; Przytozenie duzej sity, nawet na krotki
0,1} ! . ’
i 3 | czas moze powodowac trwate
) ! i
0 y : ~ Y 37 S S - odksztatcenie
0 1 2 3 4 5

podobnie gdy sita przestanie dziatac

czas w minutach

= trzeba przytozyc site
przeciwnie skierowang

A.F.Zarnecki

Wyktad 1V 17



Tarcie kinetyczne

A+

Tarcie I

Sita pojawiajgca sie miedzy dwoma powierzchniami
poruszajacymi sie wzgledem siebie, dociskanymi sitg N.

Scisty opis sit tarcia jest bardzo skomplikowany.
= Prawo empiryczne:

—

T = —u iw N by =
Sita tarcia kinetycznego:

e Jest proporcjonalna do L sity dociskajace]
e nie zalezy od powierzchni zetkniecia

e nie zalezy od predkosci

Prawo empiryczne = przyblizone !!!

A.F.Zarnecki

Wyktad IV 18



Tarcie I

Tarcie wywotane jest przez oddziatywanie
elektromagnetyczne czastek stykajacych
sie ciat.

Obraz mikroskopowy

Powierzchnie nigdy nie sa idealnie rowne

na poziomie mikroskopowym czgstki
jednego ciata “blokuja droge” czastkom
drugiego ciata

= musza zostac “odepchniete”

wypolerowana miedz =

A.F.Zarnecki Wyktad 1V 19



ZaleznoSc¢ od nacisku

Powierzchnia rzeczywistego (mikroskopowego)
styku ciat jest w normalnych warunkach wiele
rzedow wielkoSci mniejsza niz powierzchnia

geometryczna:

Sita
dociskajaca

utamek
powierzchni

1 N/cm?
2.5 N/em?
50 N/cm?

250 N/cm?

0.00001
0.000025
0.0005
0.0025

(ptytki stalowe)

Tarcie I

ll'_:l:ih dociskajaca

odkszialeenie
plastyczne

odkaztalcenie
EprETyste

— efektywna powierzchnia styku
proporcjonalna do nacisku

= liczba oddziatywan na poziomie
atomowym proporcjonalna do nacisku

A.F.Zarnecki

Wyktad 1V 20



Tarcie I

Odstepstwa od praw empirycznych
Przy duzych predkoSciach moze sie
pojawiC zaleznosS¢ ;. od predkosci v:

Przy duzych sitach dociskajgcych moga sie
pojawiC odstepstwa od zaleznosci liniowej:

miedz i miedz

stal i miedz

[
= 3k L LS
g
H 4 E 1,0
g \ #2_0.:-
L] Y ;
g x\ 0 1 1 i 1 1 -
. 1k ;‘\\ U [ ( 1 10

e sita nacisku w niutonach

: T i Przy duzym nasisku zniszczeniu ulega

“g 1000 2000 . _ o _

pradkoié polizgy w km/h warstwa tlenkdw na powierzchni miedzi...

Przy bardzo duzych predkoSciach miedz
ulega chwilowemy stopieniu...

A.F.Zarnecki Wyktad 1V 21



Tarcie I

Scieranie Smarowanie

Na poziomie mikroskopowym tarcie Tarcie zmniejszamy wprowadzajgc smar
prowadzi trwatych zmian w stykajgacych miedzy poruszajace sie powierzchnie.
sie powierzchniach. P s

Fragmenty miedzi przytaczone
do powierzchni stali:

m.[__ A Powierzchnie nie stykaja sie = brak tarcia

= pojawia sie jednak nowa sita oporu
zwigzana z lepkosciag

A.F.Zarnecki Wyktad 1V 22



Tarcie I

Sita dziatajgca miedzy dwoma powierzchniami
nieruchomymi wzgledem siebie, dociskanymi sita N.

Tarcie statyczne

Maksymalna sita tarcia statycznego 7" jest
rowna najmniejszej sile F' jaka nalezy przytozyc do
ciala, aby ruszyc€ je z miejsca.

Prawo empiryczne:

mar —  _gip N ip =

Cialo pozostaje w rownowadze
dzieki dziataniu tarcia statycznego

A.F.Zarnecki Wyktad 1V 23



Tarcie statyczne

stan spoczynku
Fg=F

o AN '-ﬂa—'“ﬂh prmffieimnr
. F,

v ruch jednostajny
B,=F

Tarcle

POki przylozona sita F jest mata, tarcie statyczne
utrzymuje ciato w spoczynku:
fS — _ﬁ

= sita tarcia roSnie proporcjonalnie do przytozonej sity.

Gdy przytozona sita przekroczy wartoSC T¢*** = us - N
ciato zaczyna sie poruszac =- tarcie kinetyczne

Ts 3 Fs F}

Tarcie kinetyczne naogot stabsze od spoczynkowego: . < s

A.F.Zarnecki

Wyktad IV 24



Tarcie I

Wspotczynniki tarcia

Przyktadowe wspotczynniki
dla wybranych materiatow:

materiaty Hs Hi Hamowanie samochodu:
stal o stal 0,15°0,03-0,09 \asne aby kota nie zaczely sie slizgaé
stal o 16d 0,027 0,014 -

e poslizg = U
drewno o drewno 0,65 0,2-04 .

e dobry kierowca lub ABS = us
guma o beton suchy 1.0 0.7 zysk ~40% na drodze hamowania
guma o beton mokry 0,7 0,5

A.F.Zarnecki Wyktad IV 25



Tarcie I

Poza tarciem statycznym i kinetycznym
(poslizgowym) mamy tarcie toczne:

N

TO

Tarcie toczne

—

T, = —wip

Wspotczynnik tarcia tocznego 1+
jest zwykle bardzo maty

\:| Przyktadowo:
e drewno + drewno = 4= 0,0005 m

e stal hartowana + stal = ;= 0,00001 m
(wymiar dtugosci!)

Toczace sie ciato odksztatca zawsze
powierzchnie po ktorej sie toczy.

A.F.Zarnecki Wyktad IV 26



LepkoSc I

Ciato poruszajace sie “tarcie wewnetrzne” pomiedzy warstwami cieczy
PO powierzchni cieczy: poruszajacymi sie z réznymi predkosciami.

+ Formuta empiryczna:

r ¥ — - U S
= o= —ivn=
—l
1=
l i gdzie: v - predkosc ciata
- S - powierzchnia styku z ciecza

Warstwa cieczy przylegajaca do d - gtebokoS¢ naczynia
ciala porusza sie wraz z nim. n - wspotczynnik lepkosci

Warstwa cieczy przylegajgca do
dna spoczywa.

A.F.Zarnecki Wyktad IV 27



Lepkosc

Typowe wartoSci: LepkoSc cieczy maleje z temperaturg
LepkoSC gazow roSnie z temperaturg
eter 0.0002 Ns/m?
woda 0.001  Ns/m? 1500 CiECA
gliceryna 1.5 Ns/m? o 250 ______“d;
mi6d 500. Ns/m? E]::: - ====CO, \
wodor 0.000009 N's/m?2 % 500
powietrze  0.000018 N's/m?2 = g50}—f— 1 -
tlen 0.000021 Ns/m? 085 075 085 095 108

wigledna temperatura 7/7}

A.F.Zarnecki Wyktad 1V 28



Ruch w oSrodku I
Opor czotowy

Sity jakie dziataja na ciato poruszajace Z analizy wymiaroweyj:
sie w oSrodku mozemy podzieli¢ na:

—
.

_ S Fy = —iy —p’U2S wzor Newtona
e Site oporu czotowego Fo 1| v 2
gdzie: wv - predkoSc ciata

o silenosng Fy L@ . .
€ nosna Iy S - powierzchnia poprzeczna

predkodé cieczy p - gestosc¢ cieczy
w""‘]fm clata C' -bezwymiarowy wspétczynnik zalezny od
ksztattu ciata, jego orientacji wzgledem v
oraz bezwymiarowej kombinacji parametrow:
— vl
Re = P
n
Re - liczba Reynoldsa, [ - wymiar poprzeczny
—_— Vo=—V O.Reynolds (1883): skalowanie przeptywow cieczy

A.F.Zarnecki Wyktad IV 29



Opor czotowy
Dla ciata kulistego i Re < 1

istnieje Sciste rozwigzanie problemu:
(G.Stokes 1851)

24
C = —
Re
Fy = —6mnr v

sita oporu proporcjonalna do v

Ruch w osrodku I

Wyniki pomiaréw wspoétczynnika C dla kuli:

-
100

.._.
=]

J

wapdlezynnik oporu czolowego, €

4

R-0.3 T

- = -
LR -
P ot o
C :
° W

0,06

] o 107 10° 10! 10° 10* 1o 10° 10"
W obszarze duzych wartoSci Re liczba Reynoldsa, Re
C' =~ const
Fo ~ 'U2
A.F.Zarnecki Wyktad IV 30



Ruch w osrodku I

Predkosc graniczna Réwnanie ruchu kuli spadajacej w cieczy (Re < 1)

ma = mg — mpg — 6TNrU

apor asrodka Rozwigzanie (ruch w pionie):

—hanrv,,
]

§)
™nr t)

v(t) = wvgr + (vg — vgr)eXp (— —

W }-I:] B
-ty g A

clesar e
mg

] t

vgr - predkoSc graniczna

A.F.Zarnecki Wyktad 1V 31



Ruch w osrodku I

PredkoSc graniczna Zaleznosc od ksztattu
Dla kuli spadajacej w cieczy (Re < 1) Kula:
S 2 7"29(/0 — pp) Fy = —6x nr v
ar — A
9 n ~ —18.8nrv
droga przebyta w powietrzu Dysk (J_ qj’)
0 S50 100 200 400 G600
6o - f.r | Fy = —16 nr v
£
z
.E ETp - =2\ .
3 Dysk (|| 9):
g , 32
i oa0F Fo = ——nro
E'"— spadanie cxlowicka
o owysckosel 1AM m
1 e b -]
ik A 1l
st T ::il:'-:':.'r:i'.u. w sekyndach
A.F.Zarnecki Wyktad 1V 32



Ruch w osrodku I
Prawo Bernouliego

LepkoS¢ nie jest jedynym zrodiem sit dziatajgcych na ciato w oSrodku.
2

Prawo Bernouliego: pgh + % + p = const

Cisnienie cieczy (nacisk na jednostke powierzchni) jest mniejsze w obszarze wiekszych
predkosSci optywania =- ciato jest “wciggane” w obszar wiekszych predkosci

Ale mozna na to spojrzec¢ tez z punktu widzenia praw Newtona! Sita noSna jest sitg
reakcji! Ciatlo wymusza zmiane kierunku ruch czasteczek oSrodka, pcha go “w dot”...

A.F.Zarnecki Wyktad IV 33



Ruch w oSrodku

Zjawisko Magnusa

Walec wirujacy w przeptywajgcej poprzecznie

' | predkoSci:
do osi obrotu cieczy lub gazie. zgodne kierunki predkosci

= predkoSc przeptywu wzrasta
Ay = przyspieszenie doSrodkowe rosSnie
= ciSnienie maleje

przeciwne kierunki predkoSci:

= predkoSc przeptywu maleje

= przyspieszenie dosrodkowe maleje
= ciSnienie wzrasta

i
7

YY

— wypadkowa sita nosna Fy L @

A.F.Zarnecki Wyktad 1V 34
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