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Uktad inercjalny I
Zasada bezwtadnoSci

“Kazde ciato trwa w swym stanie spoczynku lub ruchu prostoliniowego i jednostajnego,
jesli sity przytozone nie zmuszajz ciata do zmiany tego stanu.” |.Newton

Uktad odniesienia w ktérym spetniona jest zasada bezwtadnosci nazywamy
uktadem inercjalnym

Zasada bezwtadnosci jest rownowazna z postulatem itnienia uktadu inercjalnego

W uktadzie inercjalnym ruch ciata jest jednoznacznie zadany przez
dziatajace na nie sity zewnetrzne (rownanie ruchu) + warunki poczatkowe

d27(t) L L
m = F(r, v,t F
> ( ) + Fgr
r(tg) = 70 ¥(to) = g
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Opis ruchu

Uktady nieinercjalne I

Wozek porusza sie z przyspieszenien a wzgledem stotu

| el
S

Z punktu widzenia obserwatora
zwigzanego ze stotem kulka pozostaje
W spoczynku.

Wynika to z zasady bezwladnosci -
sity dziatajace na kulke rownowazg sie

F=0 & a=0

cigl
‘®—@

Z punktu  widzenia  obserwatora
zwigzanego z wozkiem kulka porusza sie
Z przyspieszeniem —a

— prawa Newtona nie sa spetnione !?
Oba uktady nie moga byc inercjalne.

Prawa ruchu w uktadzie nieinercjalnym
wymagajg modyfikacii

A.F.Zarnecki
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Uktady nieinercjalne I
Prawa ruchu

Przyjmijmy, ze uktad O’ porusza sie wzgledem uktadu inercjalnego O.
Osie obu uktadow pozostajg caty czas rownolegte (brak obrotow)

Niech 75 (t) opisuje potozenie uktadu O’ w O. Przyspieszenie: do. = djgo
Ruch punktu materialnego mierzony w uktadach O i O’:
Fo= 7 4+
Przyspieszenie punktu materialnego mierzone w uktadach O i O’:
a = a' + do
Prawa ruchu w uktadzie inercjalnym O:
md = F(7,0,t) + Fp
— W uktadzie nieinercjalnym O
ma' = F(7',¢',t) + Fp — mdo
= w ukfadzie nieinercjalnym musimy wprowadzic site bezwtadnoSci ﬁb = —Mmdo

A.F.Zarnecki Wyktad V



Prawa ruchu

Wahadto w uktadzie nieinercjalnym
poruszajgcym sie z przyspieszeniem
a wzgledem uktadu inercjalnego

Uktady nieinercjalne I

Oprécz sity ciezkosci mg i reakcji i
musimy uwzgledni¢ pozorna site
bezwtadnoéci Fj, = —mdo

Opis ruchu mozna uprosci¢ wprowadzajgc
efektywne przyspieszenie ziemskie:

—/ —

g = g—do
sity bezwladnosSci = sity grawitac;i
= odchylenie potozenia réwnowagi:

Qo

tanf = —
g

Przyspieszenie drgan:

[ [

A.F.Zarnecki
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Uktady nieinercjalne I
Prawa ruchu

Jesli ao < g = w uktadzie poruszajgcym sie z przyspieszeniem do L ¢
obserwujemy pozorng zmiane kierunku dziatania sity ciezkoSci:

Ciecz w naczyniu: Balon z helem:
a=20 a*0 a=20 az*+0

|
B mre——"
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Rownia

sity dziatajgce w uktadzie wozka

Uktady nieinercjalne I

Wozek zsuwa sie bez tarcia po rowni pochytej.
Zaniedbujgc ruch obrotowy kot przyspieszenie
wozka:

aoc = ¢ Sina

W ukitadzie zwigzanym z woOzkiem dziata-
jaca na wahadto sita bezwtadnosSci jest rowna
co do wartosci (lecz przeciwnie skierowana)
rownolegtej skladowej ciezaru.

Na wahadlo dziala pozorna sita ciezkoSci
prostopadta do powierzchni rowni.

J = g, = gcosa < g

= spowolnienie drgah

A.F.Zarnecki

Wyktad V 6



Uktady nieinercjalne

Spadek swobodny

w-.'

W ukladzie odniesienia poruszajgcym sie z
przyspieszeniem a,||g obserwujemy pozorng zmiane
wartosci przyspieszenie grawitacyjnego:

W uktadzie zwigzanym z ciatem spadajgcym
swobodnie do = ¢

g = o

= stan niewazkosSci

A.F.Zarnecki Wyktad V 7



Ruch po okregu I
Uktad inercjalny

Do utrzymania ciata w ruchu po okregu konieczna jest sita dosrodkowa.

Regulator Watta Kulka w wirujgcym naczyniu

A.F.Zarnecki Wyktad V



Uktad obracajacy sie I

Niech uktad O’ obraca sie z predkoscig katowa & wzgledem uktadu inercjalnego O.
Dla uproszenia przyjmijmy, ze poczatki obu ukltadéw pokrywaja sie.

Rozwazmy ruch punktu materialnego spoczywajgcego w uktadzie O’:

Z punktu widzenia obserwatora O ciato porusza sie po okregu
| musi na nie dzialac sita dosrodkowa:

F = —mw?7,

W uktadzie O’, aby opisac réwnowage sit ( cialo pozostaje w spoczynku)
musimy wprowadzic site bezwtadnosci:

ﬁb = —I—mwQFL

= sita odSrodkowa
Sity bezwtadnoSci sa sitami pozornymi, wynikajacymi z nieinercjalnego charakteru uktadu odniesienia

A.F.Zarnecki Wyktad V



Sita odsrodkowa

Regulator Watta

Roéwnowaga sit w uktadzie obracajacym sie:

Uktad obracajacy sie I

Kulka w wirujgcym naczyniu

mi + R + F, = ma’ = 0

A.F.Zarnecki
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Uktad obracajacy sie I
Sita odsrodkowa |

Ciecz w wirujgcym naczyniu

Roéwnowaga drobiny na powierzchni cieczy:

mgSin o — mw’rcosa = 0
(rzut na powierzchnie cieczy)
dy w?
_ o o — = taha = —r
Powierzchnia cieczy przyjmuje dr g
ksztait paraboliczn w2
P Y - Y = oy r2+yo
g
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Ruch obrotowy Ziemi

Uktad obracajacy sie

Ciata nieruchome wzgledem powierzchni Ziemi.
Zmiana efektywnego przyspieszenia ziemskiego

A o5 obroty
Klerunek I L1 zwiazana z ruchem obrotowym Ziemi:
/ N+ .
~ / z=2
N Ag = _wzm cos¢=—w2rz congb
~wX(@XT) = ] o 1¢ N m
>, A ~ —0.033— - cos? ¢ ¢ — szerokosS¢ geo.
/] E\BIN 52
/ x’ o .
keruncks /| o Wyniki pomiaréw:
e
biegun N g = 9.83216 S%
Warszawa g =9.81230 5
rownik g =9.78030 %
~ T 73.10°° °
23h 56m 045 T s Efekt wiekszy ze wzgledu na sptaszczenie Ziemi
A.F.Zarnecki Wyktad V 12



Uktad obracajacy sie I

Uktad O’ obraca sie z predkoscia katowa « wzgledem uktadu inercjalnego O.

Rozwazmy teraz ruch punktu materialnego spoczywajacego w uktadzie O:

Z punktu widzenia obserwatora O’ ciato porusza sie po okregu
| musi na nie dzialac sita doSrodkowa:
F = —mw?7,
W uktadzie O’ dziata tymczasem pozorna sita odSrodkowa
Fy, = 4m w? T
= musimy wprowadzic kolejna site ?!
Aby “uratowac” rownania ruchu potrzebujemy

2

F. = —2muw’7,

= czy to w ogolle ma sens ?...

A.F.Zarnecki Wyktad V
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Uktad obracajacy sie

Punkt materialny poruszajacy sie po okregu w uktadzie O, sita doSrodkowa Fj; = mVTQ.
W uktadzie obracajacym sie O’ predkos¢ punktu wynosi V/ =V — w r
Uktad O Uktad O’

A,

~
~
N
AN
N
y ®
\
\
\

W R Y,
CBX”’?;/} f - <>) - —
= I_fd X W Fq
Sita wypadkowa w O’; |
V/2 V& 2
FC/l:m— = m( +wr) — 2mwV' — mw?r = Fyg— Fe.— Fy

r r

Dodatkowa sita pozorna F, (sita Coriolisa) konieczna do opisania ruchu po okregu w O’

A.F.Zarnecki Wyktad V 14



Uktad obracajacy sie I

Rozwazmy teraz punkt materialny poruszajgcy sie radialnie w uktadzie O'.

W inercjalnym uktadzie O zblizajacy sie do centrum uktadu punkt materialny zaczyna
“wyprzedzac” punkty uktadu O’, gdyz ich predkoSc w ruchu obrotowym maleje...

Uktad O’ Uktad O
Ay A

y

Jon
v
/
/
/
/
I

o
N\
\‘/‘
\
e
\
\
L'
\
\
\
_>\
\
<
\

Pozorna sita Coriolisa pojawia sie w uktadzie obracajgcym sie (nieinercjalnym), zeby
opisac odchylenie od toru prostoliniowego...

A.F.Zarnecki Wyktad V 15



Uktad obracajacy sie

Uktad O’ obraca sie z predkoscia katowa « wzgledem uktadu inercjalnego O.
Dodawanie predkosci:

Przyspieszenie:

. dv  d¢'  do ., . dF’
Y, = w T Ta T Ty
Pochodna dla wektora o z uktadu O’:  (+/i1v/)
do’ do’
— = — 4+ &x3d’
dt dt’
pochodna w O’ + obrot osi O’
- — / do  _, - - =/ - =/
= a = da —- EXT + Ix(@x7") + 2. 00X
przysp. w O’ przysp. O’ przysp. doSrodkowe przysp. Coriolisa

A.F.Zarnecki Wyktad V 16



Uktad obracajacy sie I

Rownanie ruchu

W uktadzie inercjalnym O:

= W uktadzie nieinercjalnym O’

ma' = F@F',¢'t) + Fp — m&x (Gx7) —2-maxa’

W uktadzie obracajgcym sie wprowadzamy dwie pozorne sity bezwtadnoSci:

o site odsrodkowa F, = —m & X (& x 7)) = +m w? 7|/

o site Coriolisa F.= -2 -ma& x ¢/

A.F.Zarnecki Wyktad V
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Uktad obracajacy sie I

Spadek swobodny z wysokosci 5.5 km,

Ruch obrotowy Ziemi

Spadek swobodny z duzej wysokoSci z predkosScig v ~ 55 m/s:
P ac = 2wv COS
m
g ~ 0.008 — COS ¢
S

N potkula potnocna

l

W (
/ / LUYe'S -
!
|

S

Spadek z 5.5 km zajmie t = 100 s.
Kohcowe odchylenie toru od pionu:

act2

A =

~ 40 m - COS o

Sita Coriolisa odchyla tor ciata w Warszawie okoto 25 m
w kierunku wschodnim (potkula potnocna)

A.F.Zarnecki Wyktad V
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Sita Coriolisa

Potkula pétnocna

. F
®©W
v
&Wﬂ

Wiatry zakrecajg “w prawo”; wyz “kreci sie”

zgodnie z ruchem wskazowek zegara

FC:—Qm(BX?}’/

Uktad obracajacy sie

Potkula potudniowa

Fe

Wiatry zakrecaja “w lewo”; wyz “kreci sie”

przeciwnie do ruchu wskazowek zegara

A.F.Zarnecki

Wyktad V
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Uktad obracajacy sie I

Wahadto Foucault’a 1851 r.

Dla obserwatora na Ziemi ptaszczyzna ruchu
wahadta obraca sie z predkoScig katowa

w1 = w-Sing

w Warszawie (¢ = 52°): w1 ~ 12°/h

dla startu z potozenia rownowagi:

start z wychylenia maksymalnego

A.F.Zarnecki Wyktad V 20



Zasada zachowania pedu I

Uktad izolowany lll zasada dynamiki
Kazde ciato moze w dowolny sposéb Sity z ktorymi dziatajg na siebie ciata i i j:
oddziatywac z innymi elementami uktadu. _ ~

iy = =1Ly

Suma sit dziatajgcych ciato :

ﬁiz = Z ﬁjz’

J
Suma sit dziatajacych na uktad:
Fiop = Y F- =Y > Fy
i i g

Z Z _ﬁij — _ﬁtot
joi

= Fiop =0

Brak oddziatywan ze Swiatem zewnetrznym

A.F.Zarnecki Wyktad V
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Zasada zachowania pedu I

Il zasada dynamiki Ped uktadu
d_ﬁi B ﬁZ Prawo ruchu uktadu: )

— ,I/ = - _).
dt Fioo = Y Fi = %
, , {

____________________ 7 (/

' . _ 4o

— A 2

7

Fiot =0 = Y j; = const

7

Dla dowolnego ukfadu izolowanego,
suma pedow wszystkich elementow
uktadu pozostaje stata.

izolowany ukfad inercjalny

A.F.Zarnecki Wyktad V



Oddziatywanie dwoch ciat

Zasada zachowania pedu I

Uktad “rozpada sie” pod wptywem
sit wewnetrznych.

Jesli na poczatku wszystkie obiekty
spoczywaja

2.pi =0
i

to i po “rozpadzie” suma pedow
musi by¢ rowna 0.

Dwa ciata: (v; K ©)

mivU1 + movo = O
— m1
= Uy = —— -7
m>
v m
v1 m>

A.F.Zarnecki

Wyktad V
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Oddziatywanie dwoch ciat

Zasada zachowania pedu I

Zderzenie catkowicie niesprezyste

(po zderzeniu ciata trwale ztaczone)

Ped poczatkowy: p; = mqvq
Ped koncowy: py = (m1+mo)- 1o

Zasada zachowania pedu:

P; — Pf
— mi —
— VD U1
mi1 + mo

A.F.Zarnecki

Wyktad V
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Zasada zachowania momentu pedu I

Sity centralne

Jesli uktad ciat (lub pojedyncze ciato) dziata jakas sita zewnetrzna F}.; % O
to ped uktadu musi sie zmieniac: > p; 7 const.

Sity ktére dziatajg na uktad czesto sg
sitami centralnymi - dziataja w kierunku ustalonego zrodia sity.

Jesli potozenie zrédta przyjmiemy za $rodek uktadu = Fipe = F(r,...) - ir
Przykiad:

o sita grawitacyjna F(r) = —GT*2
o sita kulombowska  F'(r) = Ql—Q%

o sSilaspezysta F(r)=—-k-r

Czy mozna cosS “uratowac” z zasady zachowania pedu ?...

A.F.Zarnecki Wyktad V 25



Moment pedu

Zdefiniujmy dla punktu materialnego:

Ezf’xﬁ

tor czastki P
é -

p=mv

".l-..'_.5

czastka P o masie m

St
kierunek obrotujruby: _
- i o predkoiciv

od wektora r
do wektora v

Zasada zachowania momentu pedu I

< moment pedu wzgledem O

zalezy od wyboru poczatku uktadu

Dlav < ¢
L = m#xd
L = mruvsing

A.F.Zarnecki Wyktad V
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Zasada zachowania momentu pedu I

Moment pedu

Ruch po ptaszczyznie:

L = m7x (6 + 0
L = mrug
> db 5 ,
= L = mr gy T M Przypadek szczegolny:

ruch po okregu - r=const
Moment bezwtadnosSci

I = mr?

= moment pedu mozemy przedstawic
w 0go0lnej postaci

L = I3

A.F.Zarnecki Wyktad V 27



Moment sity

M=rxF

kierunek obrotu sruby:
od wektora r do wektora F

tor czastki

czystka P o masie m

Zasada zachowania momentu pedu

< moment sity wzgledem O

Rownanie ruchu

dL  d(7 x p)
dt dt
ar . dp
= — X —
g <Py
= 7

=
I
@)
U
N
I
O
O
-
wn
‘_'.

A.F.Zarnecki
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Czastka swobodna

/ tor czastki
/ swobodnej

Y =const

parametr zderzenia
b =rsin 8 = const

Moment pedu wzgledem dowolnego
punktu O pozostaje staty:

L = movrsind = movb = const

b - parametr zderzenia
odlegtoS¢ najmniejszego zblizenia do O

Zasada zachowania momentu pedu I

Sita centralna

Moment sity: (wzgledem zrodta)
M = #xF
= FXip- F(r,...) = 0
L = const

Moment pedu, liczony wzgledem zrodta
Sity centralnej pozostaje staty.

A.F.Zarnecki
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Zasada zachowania momentu pedu I

PredkosSc polowa Il prawo Keplera

Pole jakie wektor wodzacy punktu zakreSla w dS 1. . L

. . dS — = —|Fx 9] = — = const
jednostce czasu: > dt 2 2m

A
y ‘ tor czastki P ' ’

_ - W ruchu pod dziataniem sit centralnych
centrum sily / predkoSc polowa jest stata.
1 1 — 1

A.F.Zarnecki Wyktad V 30



Ruch ciat o zmiennej masie I

Rozwazmy ruch ciata o0 zmiennej masie. W ogolnym przypadku: m = m(7, v, t)

—dm m Od ciata o0 masie m — dm poruszajgcego sie
-0 > z predkosScia v oditgcza sie element
W v+dv —dm > 0 poruszajacy sie z predkoscig w

(dm < O bo masa ciata maleje)
Z zasady zachowania pedu:

(m —dm) v

m (¥ 4+ dv) — dm @

= dp = mdv (m—dm)v—mv-+ dnw

dm (0 — U) = dm U, 4,

Sita odrzutu (sita ciagu rakiety):

_ dp dm dm
F, odrz E

E Vodrz — <0

A.F.Zarnecki Wyktad V 31



Ruch ciat o zmiennej masie I
Rdownanie ruchu

Ruch ciata pod wptywem sity odrzutu:

dp dv 7
o = ma = Izewn ‘I‘ 'Uodrz
Zaniedbujac wptyw sit zewnetrznych Catkujgc stronami:
(np. pola grawitacyjnego): m my,
dv dm
i i [
mE ~ dt Vodrz v odrz e
dv dm dm _ . . .
mdm. dt — E'vodrz = UV = UO_I_Uodrz'ln(
do . wzor Ciotkowskiego
m dm — Vodrz
m

A.F.Zarnecki Wyktad V



Ruch ciat o zmiennej masie I

Rakieta jednostopniowa

Rakieta 0 masie mp ma wynieSC satelite o
masie mg, zuzywajac paliwo o masie m p:

Mg
Ms Aby uzyskac Il predkoS¢ kosmiczna
-~ m, v, ~ 11 km/s (np. lot na Ksigzyc)
Vodrz przy silniku rakietowym o vo = 3km/s
Mozliwa do uzyskania predkos¢ kohcowa:
_ YE\ 1 ~
_ mg+ mp +mp ;= exp(vo) L~ 38
Vg — Vodrz: In
mg —+ mp
N Vodrz - IN(1 + f) Teoretycznie mozliwe,
praktycznie niewykonalne (?)...
. mp ..
gdzie: f = o ms < MR i nieoptacalne !...

stosunek masy paliwa do masy rakiety

A.F.Zarnecki Wyktad V 33



Ruch ciat o zmiennej masie

Rakieta dwustopniowa

Rakiete dzielimy na dwa cztony o masach m/, i m/s, mlp +m’y, = mp
4 : : : : : ! /. / /A
w ktorych znajduje sig paliwo o masie mp i m'p: mp+mp =mp
I, ml;a

Ms
el TN
vV

odrz

Predkos¢ koncowa:

ms
V. = Vodrz " N mS_I_mR—I_mP —|—In mS_I_m/}/%_I_m/fl)
oar= mS—I—mR—I—m’I’D mS—I—m’é

W przyblizeniu mg < m/, < mlyt v & voge, -2 IN(1 4 f)

Aby uzyskac Il predkoSc kosmiczng v, ~ 11 km/s przy 0 vo = 3 km/s:
f = exp(;k )—1 ~ 5.3

Vo

Dla f ~ 10 (dla obu cztonoéw) mozna wystrzelic w kosmos mg ~ 0.6% (mgr + mp)
przy optymalnym wyborze m, ~ 7% mpg

A.F.Zarnecki Wyktad V 34



Ruch ciat o zmiennej masie I

Rakieta wielostopniowa

Rakieta sktada sie z wielu cztonow. Aby uzyskac Il predkosc kosmiczna dla
W kazdym z nich stosunek masy paliwa mg ~ 100 kg przy rakiecie o f = 10:
do “obudowy” wynosi f

I ()

Vodrz
W granicy wielu bardzo matych cztonéw: mp ~ 500 kg
mdi = dm iy, —— mp ~ 5000 kg
f+1
Co sprowadza sie do: Przy rakiecie jednocztonowej, przy tych samych

mg | mp potrzebaby 228’000 kg paliwa !!!

/ mp Dla rakiety dwucztonowe;j:
Vp = Vodrz 57 N1+ —Q+f)| mp~1600kg, mp ~ 16000 kg
f+1 mg

A.F.Zarnecki Wyktad V 35
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