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Zasada zachowania energii

Fizyka | (Mechanika)

Wyktad VI.

e Praca, sity zachowawcze i energia potencjalna

o Energia kinetyczna i zasada zachowania energii
o Zderzenia elastyczne

o Uklad srodka masy



Praca | energia I

Praca Najprostszy przypadek:
Stata sita F' dziata na ciato P powodujgc jego
przesuniecie wzdtuz kierunku dziatania sity o s.

Praca jaka wykona przy tym sita F

Wap = F-s

W przypadku sity dziatajgcej pod katem w sto-
sunku do przesuniecia praca jaka wykonuje

—

Wig = F-s-cos@ = F-3

Sktadowa prostopadta nie wykonuja pracy!
Liczy sie tylko rownolegta sktadowa sity...

A.F.Zarnecki Wyktad VI



Praca | energia I

Praca
Dowolna sita F' dziata na punkt materialny P

Praca jaka wykonuje sita przy przesunieciu o dr
dW = F.dF = FcosOds = F;ds

Aby policzyc prace sity F dla dowolnej drogi, musimy
posumowac wklady od kolejnych matych przesuniec
= catkowanie.

Praca sity 7'(7) na drodze miedzy A i B

B
Wig = /ﬁ(f)-df
A

Sity prostopadte do przesuniecia nie wykonuja pracy!
sita Lorenza, sita Coriolisa, sity reakcji wiezow...

A.F.Zarnecki

Wyktad VI 2



Praca | energia I

Przykitad:

Rozciggniecie sprezyny wymaga wykonania pracy

| | F I YT
WW_, przeciwko sile sprezystosci:

F(x) = kx

F(X) Wykonana praca:

W = /SF(az)d:I;
0

- S
¢ 1 S 1
S X = /kaz dx = [—ka:2] = —k82
) 2 2

A.F.Zarnecki Wyktad VI 3



Praca | energia

Praca

W ogolnym przypadku praca W 4 5 jaka wykonujemy
podczas ruchu punktu z A do B moze zalezec€ od:

przebytej drogi [
np. praca sit tarcia bedzie proporcjonalna do [

toru ruchu
A np. jesli sity oporu zaleza od wyboru toru

_—_"TEW&E"‘ 7 &8

ds B s

predkosci
sity oporu w oSrodku zaleza od predkosci

czasu
jesli dziatajace sity zaleza od czasu




Praca | energia I

Energia kinetyczna Przyjmijmy, ze sita ' jest sitg wypadkowg dzia-
lajaca na ciatlo P. Zmiana predkoSci w ruchu
jednostajnie przyspieszonym:

d At
— — vg — vy = — -
F F B4 m
—
__F s F 2s
A s B m  (v) m v+ vp
: ., . Lz 2 . __vptv
Gdzie skorzystaliSmy z wyrazenia na predkoSc Srednia: (v) = 45~
Otrzymujemy:
2 2 2 2
v —13 = (vp—vA)(vp+uva) = — F-s = —-Wap
m m
2 2
mv mwv
= Wyp = 23— 2A=E,§—E,;4:AEk
Prace mozemy wyraziC poprzez zmiang energii kinetycznej ciata £, = *5

A.F.Zarnecki Wyktad VI 5



Praca | energia I

Praca jaka wykonuje sita F przy przesunieciu P 0 ds

Energia kinetyczna

d
dW = Ftdszmatdszmd—:ds
d d d
—vdszclv—s = = m—sdvzmvdv
dt dt
Praca sity F'(7) na drodze miedzy A i B
I 7 m’U2 va
Wap = /Ft(s)-dsz/mvdfvz 2B_ 2A=E,§—E,‘€4=AE;€
A A
Niezaleznie od postaci sity Fi drogi na ciato nie dziataja inne sity, uktad inercjalny
praca sily jest rowna zmianie energii kinetycznej ciata ), = *5

A.F.Zarnecki Wyktad VI 6



Praca | energia I
Moc

Moc Srednia opisuje Srednia prace

wykonywana na jednostke czasu: Jednostka pracy jest Dzul:

- k 2
P(sr)_A_W 1J = IN-1m = 1 972”
At S
Moc chwilowa
AW dW Jednostka mocy jest Wat:
1s 53

Wstawiajac dW = F - d3:
P — F.g Kiedys uzywano jako jednostki mocy

konia mechanicznego:

Moc sity jest proporcjonalna do

predkosci ciata! 1 KM = 735498 W

A.F.Zarnecki Wyktad VI



Praca | energia I

Ruch w statym i jednorodnym polu grawitacyjnym g.

—

Sita ciezkoSci dziatajgca na mase m: F' = m g = m (0, —g,0)

Energia potencjalna

Wap = F-AF = F(Fg—74) = -mgG(Fa—7p) = mg(ya—yp)
Mozemy wprowadzic energie potencjalng dla jednorodnego pola grawitacyjnego
Ey(r) = —mgr = mgy
Prace mozemy wtedy wyrazi€ przez zmiane energii potencjalne;

Wap = Ep(Fa) — Ep(FB) = —ALp

Mowimy, ze sita ciezkoSci jest sita zachowawcza.

A.F.Zarnecki Wyktad VI



Praca | energia I

Sita ﬁ(F) jest zachowawcza (konserwatywna), jeSli praca przez nig wykonana
zalezy tylko od potozenia punktéw poczatkowego (A) i kohcowego (B)

= mozna jg wyraziC przez zmiane energii potencjalne;
B
Wap = [F@-dF = Ey(Fa) - Ey(Fp) = —AE,
A

Energia potencjalna

Sita zachowawcza nie moze zalezecC od czasu ani od predkosci.
Jesli droga jest zamknieta to praca jest rowna zeru

A

/ﬁ(F)-dF — fﬁ(?)d? — 0

A -
cyrkulacja (krazenie) F

Sitami zachowawczymi sg tez wszystkie sity centralne, zalezne tylko od odlegtosci
F=F(r)- i sita kulombowska, sita grawitacyjna, sity sprezystosci...

A.F.Zarnecki Wyktad VI



Praca | energia I

Sita a energia potencjalna
Praca wykonana przy infintezymalnym przesunieciu dr = (dx, dy, dz)

dW = F(F)-dF = —dE,
OF OF OF
zmiana energii potencjalnej = = — Py —Pay—_=""Lg;
ox oy 0z

Otrzymujemy:

P = OE) OE) OEp
ox ’ oy 0z

Znajomosc potencjatu sity zachowawczej jest rownowazna znajomosci samej sity.

Energia potencjalna jest okreSlona z doktadnosScia do statej, istotne sa tylko jej zmiany.

A.F.Zarnecki Wyktad VI



Praca | energia I

Sita a energia potencjalna

Przykitad:

Rozciggniecie sprezyny wymaga wykonania pracy.

S

M/BU%U W = /F(az)-dx:%IcSQ
0

\ Kosztem tej pracy roSnie energia potencjalna:

/
E,(X) 1
Ey(z) = ~kz?
2
Sita sprezystosci:
sSpr E

N _ Fxp () = d p(z) = —kx

X dx

W momencie puszczenia sprezyny energia potencjalna zamienia sie na kinetyczna...

A.F.Zarnecki Wyktad VI



Praca | energia I

' | Gradient wskazuje kierunek w ktorym
| nastepuje najwieksza zmiana wartoSci

Gradient

funkcji skalarnej f(x, vy, z).
WartoS¢ gradientu odpowiada wartosci
| | pochodnej funkcji f(x,vy, z) wzdluz tego
o y f‘st*)"Cl : kierunku.
x | = - 8f - af - 8f 8f 8f 8f
rad f = Vf = ip—= — — = =
J / / Zﬂ”ax + Zy@y + ZZ@Z (8:8 oy 0z
» Y = - 0 - 0 - 0
nabla = V = o + Zya_y + 2
= - Of
Vf = 1in B n - wektor normalny do f=const
n
Site zachowawcza wyrazamy jako gradient energii potencjale;: F = —ﬁEp(f’)

A.F.Zarnecki Wyktad VI 12



Zasada zachowania energii I

Zasada zachowania energii

Praca sity zachowawczej ﬁ(F) pomiedzy A i B wyraza sie przez energie potencjalng
B
_ SN 3w — A B
Wag = /F(T)-d’l“ = E, -k,
A

Z drugiej strony, praca sity dziatajgcej na ciato zmienia energie kinetyczna:

Wan EP - Ef

B A _ A B
= EP - Ef! = E}} - E!

B B __ A A
= Ef + EF = B + E}

- kb Ep + E, = const

W ruchu pod dziataniem sit zachowawczych energia catkowita jest zachowana.

A.F.Zarnecki Wyktad VI
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Zasada zachowania energii I

Wahadto Galileusza Koto Maxwella

WysokosS¢ na jaka wznosi sie wahadto
nie zmienia sie przy zmianie dlugosci nici:

L

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Ep+ E, = E = const
E, =0 = mgh=FE

Przemiana energii potencjalnej w
energie kinetyczna ruchu obrotowego.

A.F.Zarnecki Wyktad VI 14

sity reakcji wiezéw nie wykonuja pracy




Zasada zachowania energii I

Spadek swobodny
W jednorodnym polu g v
@ ciato spada swobodnie z
wysokosci b (7(0) = 0). g
PredkoSc kohcowa z za-
[ O----- sady zachowania energii: O ______________________
h AE, = —AFE, h )
! _______________ me2 ————————————————— ) :::::==-'—V>
= mgqgh
N 2 Taka sama predkos¢ uzyska wahadto
V .
v = /2gh puszczone z wysokosci h
A.F.Zarnecki Wyktad VI 15



Zasada zachowania energii I

Sity sprezystosci Ruchu pod wptywem sit sprezystosci:
g E = FEp(z) + Ep(x) = const
lka;Q + 1va = const
O v=0 - 2
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Ruch harmoniczny w = %:

= Ep(x) — %kAQ SinQ(Wt + Qb)

v = wA-cos(wt+ @)
E, = FEp(x) = %m w2 A2 cos? (wt + @)

c—l-"

1
E = Ey+E;, = 51@42

A.F.Zarnecki Wyktad VI 16



Zasada zachowania energii I

Znajomosc energii potencjalnej jest rowvnowazna znajomosci sity (zachowawczej):

Rownania ruchu

FF=—-VE,
Czy znajac E,(77) mozemy rozwigzac rownania ruchu ciata ?
o Mozemy wyznaczyt¢ zaleznos¢ F(7) i skorzystaé z Il zasady dynamiki...
albo

o Mozemy wykorzystat zasade zachowania energii:

E = E,(¥) + Ep(¥) = const

W zaleznosSci od zagadnienia jeden albo drugi sposéb moze bycC bardziej uzyteczny...

A.F.Zarnecki Wyktad VI
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Zasada zachowania energii I

Dla ruchu prostoliniowego pod dziataniem sity zachowawczej ﬁ(ac),
energia potencjalna £, = Ep(x)

d 2
E = %(d—f) + Ep(x) = const

dx

E — \/% (E— Ep(l’))

Rozdzielajgc zmienne i catkujac otrzymujemy:
dx

V2 (B — Ep(2))

dt =

/\/m E — Ey(z))

=- Znajac E,(z) mozemy zawsze znalezC zwiazek miedzy z i t.

A.F.Zarnecki Wyktad VI



Zasada zachowania energii I

Przyktad: F=Fiy,=const = Ep(x) = —Fax Fp=——_"

Przyjmujac, ze x = 0 w chwili £ = O mamy:

~
|

L /
\/TO/ \/EffFa:’

2 2
— ,/ \/E-I—F:I;]O = F\/E—I—F:I;—EVE
B _1(F\
= ﬁ”‘v = VE+Fs = a=3(-)-2 4

2F
¢

m

1
Ea S I

mvg

>0

- predkoSc w chwili t = O = energia catkowita £ =

A.F.Zarnecki Wyktad VI
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Zderzenia I

Poprzednio rozpatrywaliSmy zderzenia ciat z punktu

widzenia zasady zachowania pedu (i momentu pedu)
zasada zachowania pedu jest zawsze bezwzglednie spetniona

Czy zachowana jest energia kinetyczna ?

TAK

- jeSli dziatajace sity majg charakter zachowawczy
sity kulombowskie, sity spezystosci
AE,=0= AE, =0

NIE

- jesli mamy wktad sit niezachowawczych
w wyniku zderzenia nastepuja trwate zmiany
(np. odksztatcenia) w zderzajacych sie ciatach

A.F.Zarnecki

Wyktad VI 20



Zderzenia I

Zderzenia sprezyste Z zasad zachowania:

Przypadek jednowymiarowy: / PO / przed
D . m1V1—|-m2V2 = m1V1
2 2 2
. MM 4+ mo Vy©  _ my Vi
2 2 2
Przeksztatlcamy:
p: maVy = my (V1 —Vq)
mo Va2 = my (VE — V{?)

my (V1 —V{) (V1 + V{)

=Vi=W+V] =Vi-Vi=W

wartoSc bezwzgledna predkosci wzglednej przed i po zderzeniu jest taka sama

A.F.Zarnecki Wyktad VI 21



Zderzenia

Zderzenia sprezyste v, =0

Przeksztalcajac dalej otrzymujemy: @ — @

mo (V1 + V) = mq (V1 —V])

/ vE=0  vEev,
= Vi (m1+mp) = Vi (mg—mo) @ .
Ostatecznie: Przypadek szczegolny: m1 = mo
/I _
1 — 1 Vo = V-
m1 + mo 2 1

> m Zderzajgce sie ciata “wymieniaja sie” pred-
VQ’ — 1 %1 koSciami; rozwigzanie stuszne takze w przy-
mi -+ mo padku V5> # O




Zderzenia sprezyste

mi1 > Mo

Masa “pocisku” wieksza od masy “tarczy”:

Otrzymujemy: V3 > V] > 0

Zderzenia I

Przypadek graniczny: mq{ > mo

= v = 222y —y
m1 + mo
2
vy = ™y =21y
m1 + mo

“Pocisk” nie zauwaza zderzenia

“Tarcza” uzyskuje predkosc 2 - V1

Po zderzeniu oba ciata poruszaja sie w tg sama strone.

A.F.Zarnecki

Wyktad VI 23



Zderzenia I

Przypadek graniczny: m; < mo»

Zderzenia sprezyste

mp < Mo /
. .. = V]_ — _Vl
Masa “pocisku” mniejsza od masy “tarczy”:
Vi =0
Otrzymujemy:
_ “
vi = 12y <0 Miiany 2> m k
m1 + mo \
/ 2my k
Vo = Vi>0 N
m1 + m2 ) §

s

PredkoSc “pocisku” zmienia znak

A
— “pocisk” odbija sie od “tarczy” .

yd
e

Sprezyste odbicie od
nieruchomej “Sciany”
A.F.Zarnecki Wyktad VI 24




Zderzenia I

mi; < mp
“Tarcza” oddala sie od “pocisku” “Tarcza” przybliza sie do “pocisku”
(“Sciana”) (“Sciana”)

— —— r—— A—— T T—— —— Ar——.  sm—

AAAAANANNAAANS

“pocisk” zyskuje energie we———

“pocisk” traci energie -
2 2

Mikroskopowy obraz ochtadzania (ogrzewania) sie gazu przy rozprezaniu (sprezaniu)

A.F.Zarnecki Wyktad VI 25



Zderzenia nie centralne Zderzenia I

Do tej pory rozpatrywaliSmy tzw. zderzenia centralne,
dla ktorych parametr zderzenia b = 0 “pocisk” trafia w sam Srodek “tarczy”

W przypadku gdy b = O zderzenie trzeba rozpatrywac w dwoch wymiarach:

e Zasada zachowania pedu:

po zderzeniu
pr . mo Vs cosly + my Vi cosb

Py - mo VQ/ sinf> — ma Vll sin 61

y ’\ Va Dla zderzeh spezystych:
my V{? n mo V32 _

2 2

X \\\ Ey. -

ZnajomoSt mq, mo i V7 (Vo = 0) nie wystarcza do wyznaczenia
petnej kinematyki zderzenia ( V7, V4, 01 i 65) !
= musimy ustalic b albo jeden z parametrow rozproszenia (np. kat 64).

przed
m1 V1

A.F.Zarnecki Wyktad VI
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Zderzenia I

Jesli masy zderzajacych sie sprezyscie ciat sg rowne
m1 = mo = zagadnienie bardzo sie upraszcza

Zderzenia nie centralne

N Z zasad zachowania:

Vi + Vi = W

— wektory V4, V'1 i V/5 tworza tréjkat prostokatny.

01+ 0> =

SME

A.F.Zarnecki Wyktad VI 27



Zderzenia I

Zderzenie proton-proton w komorze pecherzykowe;:

m1 = mo

Fotografia zderzajacych sie kul:

niska energia padajacej wiazki
= dynamika nierelatywistyczna

A.F.Zarnecki Wyktad VI 28



Zderzenia I

mi1 = mo
b=R Stan kohcowy zalezy od parametru
A T zderzenia b
/. e b= 0 = zderzenie centralne
// VZ’ \\ — —
// \ V/2 — V]_
| Vi = 0
D=2R7T »‘{ b=0 1
b:O |‘\ I, b:2R
v, / e b >= 2R = brak zderzenia
\ ' K (kule mijaja sie)
\\\\ //// ‘7/2 — O
\\‘~—_—Fi”/ Vi = ‘71

A.F.Zarnecki Wyktad VI 29



Uktad srodka masy I

Uktad izolowany Srodek masy

Izolowany ukad wielu ciat: Klasyczna definicja potozenia Srodka masy:

5o Timif

I—D’ : 2. My

’ : — Srednia wazona z r; (z wagami w; = m;)
Vewm |

/'O—rﬁ2 | Ruch Srodka masy:  m;=const

p2 : d - M =T
:/I;®\ : VCM—_R: > zdtz
, 4 | dt >imy;

uktad inercjalny = (Z mi) Vs S m;
Zasada zachowania pedu: ¢ z

> b
5 = Y p; = const i

i ped uktadu mozemy zwigzac z ruchem Srodka masy

— ﬁ:MVCM

A.F.Zarnecki Wyktad VI 30



v DY P
CM — — s
> i m; M

Zawsze mozemy tak zmienic uktad

odniesienia, zeby Srodek masy spoczywat

— uktad Srodka masy (CMS)

Uktad srodka masy I

Predkosc Srodka masy:  (klasycznie)

Uktad Srodka masy

Uktad Srodka masy jest w wielu
przypadkach najwygodniejszym
uktadem odniesienia

— szereg relacji bardzo sie upraszcza

Zasada zachowania pedu w CMS:
(zmienne w CMS oznaczamy *)

P = Yp*r=0
)

ogolna definicja uktadu Srodka masy
stuszna takze w przypadku v ~ ¢

A.F.Zarnecki

Wyktad VI 31



Uktad srodka masy I

Zderzenia nie centralne Uktad Srodka masy:

Uktad laboratoryjny:

Zasada zachowania pedu:  P* =0

Skomplikowane wyrazenia na predkosci 01 = 0>
kohcowe w funkcji np. kagta rozproszenia 6. %] %] mo
tatwiej jesli mq = mo Vo Vi omg

A.F.Zarnecki Wyktad VI 32



Uktad Srodka masy I

Zderzenia sprezyste

Zasada zachowania energii: Vo = TV~
Uktad $rodka masy: J 27 mp'l
\ m1V12 n m2V22 . m1V1’2 n m2V2’2
V! . 2 2 2 2
2
o,/ V. m% 2 m% /2
Y § ’ mi+—| Vi = |mi1+—|V;
,,,,,,,, b-Cﬁ m2 m2
( > > (O
V, o’ O, = Vi=W Vo = V5
ty @
\Vl Niezaleznie od mas zderzajacych sie ciat,
X wartosci ich predkosci przed i po zderzeniu
> sprezystym sg takie same.

W uktadzie Srodka masy !

A.F.Zarnecki Wyktad VI 33



Uktad srodka masy I

mip — ma
Uktad laboratoryjny: Uktad Srodka masy:
¥ [
DR V=0
V;
b=2R7 CM \‘} b=0 b=2R :,4
b=0 \  b=2R b=0 |
\ YA

A.F.Zarnecki Wyktad VI



Uktad srodka masy

m1 < Mo

Uktad Srodka masy: Uktad laboratoryjny
>

Dla m4 =%m2 = v] = 207

A.F.Zarnecki Wyktad VI 35



Uktad srodka masy

mq > Mo

Uktad Srodka masy: Uktad laboratoryjny:

Dlami{ =2moy = ’012%’02

A.F.Zarnecki Wyktad VI 36



mq > Mo

Uktad laboratoryjny:

Uktad srodka masy

Zwigzek miedzy predkosciami:

Voumr

vi

™m
v§ — 1 | %1
mi + mo
mi 2 mi + mo

Maksymalny kat rozproszenia “pocisku™

’Ul m2

sin 7' = = —=

Vowm m1

Dla “tarczy” ograniczenie nie zalezy
od stosunku mas:

TT
0 < 6, < =
2 2

A.F.Zarnecki

Wyktad VI
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Uktad srodka masy I

Energia uktadu Energia kinetyczna uktadu:
Transformacja predkoSci: B, = Z m; ’UZQ _ Z m; |0;° + VCM|2
S S 2 2
v, = v + Voum N 2
_ Z mz(v )T | oM Vi VCM_I_miVCM
o __ 2 2
| T/ 0 Vs Vs i Z zasady zachowania pedu:
: 1 1 | R - — —
l M /. Y miui Vo = Vear ) mi 0 = Voy P =0
C |
: OJ | ) )
: — 1 Ostatecznie:
I . V2 :
| — @V, . M VA
L Va¥ T Vo | B = B + =~

Energia kinetyczna uktadu jest suma energii “wewnetrznej” (E7)
| energii kinetycznej uktadu jako catoSci.

A.F.Zarnecki Wyktad VI 38



Uktad srodka masy I

Moment pedu ukiadu Catkowity moment pedu wzgledem poczatku uktadu
Transformacja galileusza: [ = > m; T X T
. i

o=+ fom = > my <§CM + 7“7'*) X (VCM + v?'*)

v, = v + Vom i
A - — [Zmz ECMXVCM-I-ECMXZWLM*
Vi =L T + |2 mat| X Ven + Y mirit x o
o e z'
: U ZdefiniciiCMS: Y mit = Xomyrt =0
| v Vao ' otrzymujemy:
: 8 A l - s .\
---------------------- : L = MRCMXVCM + LC’M

Moment pedu uktadu jest suma “wewnetrznego” momentu pedu (E’(}M) (wzgledem CM)
| momentu pedu uktadu jako catoSci.

A.F.Zarnecki Wyktad VI 39



Uktad srodka masy I

Ruch srodka masy Pod dziataniem sit zewnetrznych:

Dla uktadu izolowanego S S

P = const i

Srodek masy pozostaje w spoczynku zmiana pedu uktadu:

lub porusza sie ruchem jednostajnym dP dp;
prostoliniowym | Zasada Dynamiki dt — dt

DE 2,
1 T g

— F_v’zw

Il Zasada Dynamiki

W oparciu o pojecie srodka masy mozemy opisac ruch uktadu jako catoSci
stosujgc réwnania ruchu punktu materialnego.

A.F.Zarnecki Wyktad VI
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