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Prawo powszechnego cigzenia I

Prawo powszechnego cigzenia Newtona (1687):

F =
m @ > - o M F=cmM
- s

r
Opisuje zaréwno spadanie jabtka z drzewa jak i ruchy Ksiezyca i planet.

Nm?2
ng

W warunkach laboratoryjnych
potwierdzona przez doSwiadczenie
Cavendisha (1798), w ktorym zmierzyt
oddziatywanie kul otowianych masach
m = 0.73 kgi M = 158 kg.
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Prawo powszechnego cigzenia I

Prawo powszechnego cigzenia sformutowane zostato dla mas punktowych.

Ale stosuje sie takze dla ddziatywan ciat sferycznie symetrycznych

m M

F = G

Sita cigzenia dla ciata przy powierzchni Ziemi:

M
F = q 22
7z
G My
= g = —
RZ
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Ruch satelity

Satelita na orbicie kotowej o promieniu R.
Sita grawitacji

\\ M
\\ F — G m Z
R2

jest sitg dosrodkowa, konieczng do utrzy-
mania satelity na orbicie:

mMy 1%
C R T MR
- v o= 8Nz

R
Pierwsza predkosc kosmiczna (R = Ry):

Vi = 7.91 km/s

predkoSc pozioma konieczna do “oderwa-
nia” od Ziemi (zaniedbujac jej ruch wirowy)
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Ruch satelity

Okres obiegu dookota Ziemi:

/ S @
// \\\ V
Podstawiajgc wyrazenie na predkosc:
R 21 R3/2
T = 27R = =
G My, G My,

Im wyzsza orbita tym dtuzszy okres obiegu...

Odwracajac tg zaleznoSc:

ho i;/GMZTQ _ \3/gR%T2
472 472

Dla okresu obiegu réwnego okresowi obrotu Ziemi (23" 56™ 4.099%):

R = 42164 km  satelita geostacjonarny

Wyktad VII
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Prawo powszechnego cigzenia I

Sita grawitacji (jak kazda sita centralna) jest zachowawcza:

B "B
Wip = /ﬁ(f).df — /—F(r)-d'r — _AE,
A TA
P M m G M m1"B
= AEp:/G 2-dr—[—

A T T T A

Energia potencjalna masy m w polu grawitacyjnym masy M.
Bp(r) = -S04 ¢

okreSlona z dokladnoScia do state;.

Zwyczajowo przyjmuje sie C' = 0, co jest rownowazne ustaleniu

Ep(co) = O
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Sita centralna I

Rozwazmy przypadek ogolny ruchu punktu materialnego o masie m
w polu centralnej sity zachowawczej F = F(r) - i,

: .. 2
—- zasada zachowania energii. ~E = =5- + Ep(r) = const

mr X U = const

— zasada zachowania momentu pedu: L

Zachowanie momentu pedu =- ruch ptaski (w ptaszczyznie 71 v)

. odr - do dr\ 2
= U = i 7Q—I—i@-fr—:>’02=(—r) —|—r2w2

dt dt dt
Wstawiajac do wyrazenia na energie kinetyczng L = mr?w
m /dr\2 L2 m /dr\?2
E =k Eyp = —|— E = — | — E’eff
kTt Ep 2 (dt) + 2m7“2+ p(r) 2 (dt) + P (r)

= rownanie rozniczkowe dla sktadowej radialnej = problem jednowymiarowy
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Sita centralna I

Energia efektywna
“Efektywna” energia potencjalna w polu sity centralne;:
72
EF(r) = S——5 + BEpr)
“energia
odsSrodkowa’

Jesli L #= 0 to zasada zachowania momentu pedu
“przeciwstawia sie” zblizeniu ciata do zrodta sity (r = 0).
bariera centryfugalna

“energia odsrodkowa” < sita odSrodkowa

- d L2 L2 <d9)2
° dr \ 2 m r2 m r3 dt
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Sita centralna I
Ruch radialny

Jednowymiarowe zagadnienie ruchu radialnego:

i = oo

L2

BT () = - + By(r)

/\/ o ngf( )

Ruch moze sie odbywac tylko w obszarze £ — ngf(r) >0
= dla L # 0 istnieje ograniczenie na odlegtoSc najmiejszego zblizenia: » > r,,,;,,
teoretycznie mozna wymyslec site centralng silniejsza od sity odsrodkowej

— jesli B < ngf(oo) to ciato nie moze dowolnie oddali¢ sie od centrum sity: » < rmqx
= ruch w ograniczonym obszarze
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Sita centralna I

Ruch katowy
Zachowany moment pedu: L = mr?w
do L
— = — =
dt m r2
/
L
0— 0, = /  dt’
0 mr

dr m 12

dt = > — -
\/m (E - B ()

= 0—-0o = /m?“2 \/%(E_ngf(r))

rownanie toru we wspotrzednych biegunowych
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Ruch katowy

Sita centralna I

Zmiana kata biegunowego przy przejSciu ciata
Od Tmin dO Tma,x

T'max

L dr

A =
roin M T2 \/% <E — ngf(r)>

Tor bedzie krzywa zamknieta, jesli A0 = 277"
m, n - liczby catkowite

Warunek ten spetniony jest tylko dla dwaoch pal:
(niezaleznie od warunkow poczatkowych)

o Ep(r) ~ % - sita grawitacyjna, sita kulombowska

o Ep(r) ~ r? - sity sprezystosci

A.F.Zarnecki
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Ruch w polu grawitacyjnym I

energia efektywna Pole grawitacyjne
| Ogolne wyrazenie na energie potencjalna:
k
Ep(?") —_ ——
-

k > 0 = sita przyciggajaca
wybieramy E,(co) = 0

"~ Charakter ruch zalezy od energii catkowitej:

e F4q > 0 -tor otwarty

o FE» < 0 -tor zamkniety
o FE3=F,,;,-ruch po okregu
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Ruch w polu grawitacyjnym
Model

rownia pochyla—
sakcelerator mechaniczny”

/ galaz  blizsza” hiperboli

/
04—

pozioma, gltadka powierzchnia stotu

X

X
elipsa lub okrag

“model z gipsu lejka”



Ruch w polu grawitacyjnym I

Rownanie toru

Rozwigzujemy:
00, = | Ldr iy 2
| <E o) (- )
) _ 4(2-3)

. . 2 2
Gdzie wprowadzilismy parametry: p = % oraz ¢ — \/1 + 2EL

OtrzymaliSmy catke postaci:

— arccos(x) — r =

dx
_/m 14 ¢e-cos(0—6)
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Rdéwnanie toru
OtrzymaliSmy réwnanie krzywej stozkowe]
(we wspotrzednych biegunowych)

p
14 ¢e-cos(0—6)

e - mimosrod orbity

_ 2EL? _ L?
5_\/1+W P =k

r(0) =

e ¢ =0 -ruch po okregu
O promieniu p

e £<1 -ruchpoelipsie £ <0
e =1 -ruch po paraboli £ =0

e £>1 -ruchpo hiperboli £ > 0

F,F,—ogniska elipsy

Ruch w polu grawitacyjnym I

S T
€= 4B

]
Y kierownica elipsy -

. e ———

Hv

R
Osie elipsy:
— 2p _ k
o 2a= 12 = 2/E] )
- zalezy tylko od energii
o 2b= 2p — L
V1-e2  \/2m|E]

- zalezy takze od momentu pedu

A.F.Zarnecki
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Ruch w polu grawitacyjnym I

Przypadek szczegolny: ¢ = 0

Ruch po okregu

E,(r) B x>0
m k2
212
minimalna energia catkowita
przy ustalonym L

Frpof E = FE,,, =

W przypadku L. = O mamy ruch po odcinku

o ditugosci 2a = ﬁ; b=0

/

okrag TR = Tmin = Tmax
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Ruch w polu grawitacyjnym

Ruch po elipsie

Warunek: E,,;, < E < O

B} Ruch ograniczony do: 7,,;, < 7 < Tmaz
| ngf(”'“mz‘n) — ngf(f'“ma:v) =L

Zrédlo sity znajduje sie w jednym z ognisk elipsy.

/*ﬁlo,ef

Diuga potos zalezy wytacznie od energii;

N r “sptaszczenie” zalezy od momentu pedu
|
T
7k I %
! !
]
| !
/f"'"-.— “-""‘--.TL i
pr—— :u_\__I
Ny A RN ’_f
/ | > \ | b
f | \ I
{ as A a l
| o f—— -
1 =t *
\\ I . - j| f} ”
A Nl C="m
\\\ —— 71___
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Ruch w polu grawitacyjnym I

|. Kazda planeta krazy po elipsie ze Stonhcem w jednym z jej ognisk

Prawa Keplera

Il. Promieh wodzacy kazdej planety zakreSla rowne pola w réwnych czasach

lll. Kwadrat okresu obiegu kazdej planety wokot Stohca
jest proporcjonalny do szeScianu potosi wielkiej elipsy

2m

Okres obiegu mozemy wyznaczyc z predkosci polowej 4 = L 2q= ﬁ 2b =

S Tab m
T—=_"_ — — ik

dS L 3

(%) 51 2|E|

Podnoszac do kwadratu

2 _ 772k2m _ 47r2m.a3

2|E3 k
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Ruch w polu grawitacyjnym I

Przypadek szczegolny: £ = 0

Ruch po paraboli

E,mk %0
Ep,ef Ruch jest nieskonczony,
ciato nie jest zwigzane przez centrum sity.
Jednak oddalajac sie do nieskohczonosci
o\ £ o ciato bedzie poruszac sie coraz wolniej.
Y, . .
! | Asymptotycznie zatrzyma sie.
1 )" |
o
|
(F, =~ ) } !
"\
o
. o
ognisko // | x
'gﬁz‘!mrmin l
parabola
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Ruch w polu grawitacyjnym

Ruch po hiperboli

Dla E > 0
E,t A

Ruch jest nieskonczony.

>N

Asymptpotycznie predkoSc ciata dazy do

!
:/Ep‘ei‘
!
! P s o
Voo — —_—
Om% \\/ r m
|
|
\‘\\y‘ l /f
~ -~
. Iy - rbity komet nieperiodycznych
B0 T \!}\ - orbity komet nieperiodycznyc
P ~ ~
}/‘" -
X

Im mniejsze L
tym mniejsza odlegtoSc zblizenia r,,,;,,
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Ruch w polu grawitacyjnym I

Ksztalt orbity zalezy od energii catkowitej £/ i momentu pedu ciata L

Rodzaje orbit

<0

Orbity o tej samej wartoSci L, lecz o roznych wartoSciach £

6=\/1—|—

E >0

2E12

mk?2

A.F.Zarnecki Wyktad VII
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Ruch satelity

Jak powinien sie zachowac¢ kosmonauta w rakiecie na orbicie kotowej,
jesli chce zblizyc sie do powierzchni Ziemi?

- ~

Odpalenie silnikbw w kierunku Ziemi daje
efekt przeciwny do zamierzonego!

L = const, FE roSnie
— Srednia odlegtoS¢ od Ziemi roSnie!

En(n)

“._ ods.

eff
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Ruch satelity

Lepszym sposobem na przejscie na nizsza orbite jest wigczenie silnikdw hamujgcych
L maleje, E maleje
— Srednia odlegtos¢ od Ziemi maleje

Ep(n)

Powtdrne hamowanie po potowie obiegu umozliwia przejscie na nizsza orbite kotowa.

A.F.Zarnecki Wyktad VII 22



Ruch w polu sit
Potencjat odpychajacy
Ep(r) = —|—E k>0 | model z gipsu ,,pagorka”
r

rownia pochyla —

,akcelerat iczny” * ; '
, or mechaniczny gafaz ,dalsza” hiperboli

J /

pozioma, gtadka powierzchnia stotu



Ruch w polu sit

Potencjat odpychajac
£yt Uzyskane rozwigzanie pozostaje
’ £ stuszne, z doktadnosScia do zmiany
i znaku k = zmiana znaku p
r(0) = b

e-cos(f0—0,)—1

Jak porzednio ¢ = \/1 4 2817

mk?2

T T T TT1

Teraz jednak zawsze E > 0O

Im wieksze ¢, tym wiekszy Kkat
rozwarcia hiperboli

gata? . dalsza” hiperboli



DoSwiadczenie Rutherforda I
Model Thomson

Po odkryciu elektronu (1897),
J.J.Thomson zaproponowat model
atomu w postaci “ciastka

Z rodzynkami”.

Cata objetoS¢ atomu byta jednorodnie
natadowana dodatnio (“ciastko”),
a wewnatrz “ptywaty” elektrony (“rodzynki”).

., @ O Poniewaz tadunek byt roztozony réwnomiernie
o © *&/ w duzej objetosci, nie powinien silnie zaktocac
------ o, ° ruchu przechodzacy czastek a.
e ’ (-] _ : : .
+ Oczekujemy jedynie niewielkich odchylen
° toru...
E

Wplyw elektronbw mozna zaniedbaC ze
wzgledu na matg mase.
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DoSwiadczenie Rutherforda I

W modelu Thomsona mozna byto DoSwiadczenie Rutherforda
oszacowat maksymalny kat rozproszenia

czastkiaibytonmaly  0"% < 7.

Rozpraszanie czastek o
na cienkiej ztotej folii

foha ze zlota srodio

Odpowiada to sytuacji rozproszenia ra
PromenioTw orc2e

“pocisku” na duzo Izejszej “tarczy”.

Masa przypadajgca na  jednostke

“rozmytego” ‘tadunku atomu wynosita olow
ok. % masy czastki a. ekran pokryty siarczkiem cynku

czastk alfa

Obserwowano btyski wywotywane przez
padajace czgstki na ekranie scyntylacyjnym
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Pokaz

DoSwiadczenie Rutherforda I

Przed wsunieciem tarczy czastki o
obserwujemy tylko dla © =~ O.

Wiazka czgstek ze zrodta jest dobrze
skolimowana.

Oddziatywanie z tarcza zmniejsza
strumien czastek lecacych *“do
przodu” (© ~ 0)

Rozproszone czastki o obserwu-
jemy w szerokim zakresie kagtow
rozproszenia, takze dla 6 > 5

A.F.Zarnecki
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DoSwiadczenie Rutherforda I

Przeprowadzonych przez H.Geigera i E.Marsdena (1911):

Wyniki pomiarow

Oczekiwane Uzyskane
spodziewrare
tory
spodziearane Z’
dlady na ekravde slady na eloame

A.F.Zarnecki Wyktad VII
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Wyniki pomiarow

Przeprowadzonych przez
H.Geigera | E.Marsdena:
Au target Pbil. Mag. xxi, 669 (1911)

N
\
= f ™
2H] e
S 0\
- .
e "-"‘\'
il
= ! ™ \ Aam s
N\ e wsstiugturg
N LA
- 5
" \I
*"'—-rrm—rnm--‘.iw-- . l ."‘rrl«-—-nu-ln— j

kat rozproszenia 6 —

DoSwiadczenie Rutherforda I

Zaobserwowano rozproszenia czastek o pod
bardzo duzymi katami, 6 > 077", czego nie
mozna byto wyjasnic w modelu Thomsona

“To bylto tak jakbysScie wystrzelili
pietnastocalowy pocisk w kierunku kawatka
bibuitki, a on odbit sie | was uderzyt”

E. Rutherford

A.F.Zarnecki
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DoSwiadczenie Rutherforda I

Model Rutherforda s

______________

Rutherford zaproponowat
jadrowy model atomu.

R
Catly dodatni tadunek atomu (10_1Om)

_ _ _ Przechodzgca czastka zawsze czuje caty
skuellanyj_estwpraktycznle punktowym tadunek dodatni = katy rozproszenia sa
(10~ m) jadrze duzo wieksze.
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DoSwiadczenie Rutherforda I

Model Rutherforda

Poniewaz czgstka « rozprasza si¢ na jadrze jako catosci, a masa jadra M 4,, > Mg
— brak ograniczeh na kat rozproszenia czagstki «
mozliwe nawet (choC mato prawdopodobne) rozproszenie 0 0 > /2.

Rozktad kgtowy
do |

Obserwowany rozktad katowy rozproszonych czastek « =
proporcjonalna do tzw. rozniczkowego przekroju czynnego

do 7202
NO) ~ — =
0 a2 4E2 sin?

Wzor Rutherforda

9
2

Skonczone prawdopodobiehstwo rozproszenia 6 = 7 | [—z—,]\
LI

i
" L20" 1RO®
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