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Sita sprezysta

Prawo Hooke’'a

Prawo Hooke’a jest prawem empirycznym
Opisuje zaleznoSc sity sprezystej od Jest stuszne tylko dla matych naprezen.
odksztatcenia ciata:

i granica wytrzymatosSci |

r
0,041
« CuE=172.1011 X H
3 o !
goos  Pr=19 108 &/
¥ Pr~103E :'é
> 002} r~10 /
£ . /
2 4
AL :;. 0,01 : {!
F=ES==
OdL_-aa.-—'—'—D'L"""“o""o‘l-c'_6 4
0 50 100 150
E - modut YOunga [N/mQ] naprezenie w niutonach na mm?

naprezenie odpowiadajgce dwukrotnemu wydtuzeniu  granica proporcjonalnosci | (Pr)

A.F.Zarnecki Wyktad VI 1



Sita sprezysta

Relaksacja
Prawo Hooke’a odnosi sie do sytuacji statycznej. HStereza
Od momentu przytozenia sity do osiggniecia 44 o
odpowiedniego odksztatcenie mija skonczony 061 /g,-ff"'
czas - czas relaksacji o g7
&’
02r %
-4!-'{‘ czas relaksacji l . ﬁ(;’ | | o
r—T— -20  -10 {/T 10 20
0,41 ;ogcﬂ"o"O‘o—O-“-'}"‘*-"‘““‘? //06,2_ sila rozciagajaca w niutonach
: | 47
0,3 i | o TOAE
S i ! %
. 5 } 4’;‘ i “0,6*‘-
0,2 ; ? *
! I . . C e ' ;o .
t ; Przytozenie duzej sity, nawet na krotki
0,1} ! . ’
i 3 | czas moze powodowac trwate
) ! i
0 y : ~ Y 37 S S - odksztatcenie
0 1 2 3 4 5

podobnie gdy sita przestanie dziatac

czas w minutach

= trzeba przytozyc site
przeciwnie skierowang

A.F.Zarnecki

Wyktad VI 2



Tarcie kinetyczne

A+

Tarcie I

Sita pojawiajgca sie miedzy dwoma powierzchniami
poruszajacymi sie wzgledem siebie, dociskanymi sitg N.

Scisty opis sit tarcia jest bardzo skomplikowany.
= Prawo empiryczne:

—

T = —u iw N by =
Sita tarcia kinetycznego:

e Jest proporcjonalna do L sity dociskajace]
e nie zalezy od powierzchni zetkniecia

e nie zalezy od predkosci

Prawo empiryczne = przyblizone !!!

A.F.Zarnecki

Wyktad VI



Obraz mikroskopowy

Tarcie wywotane jest przez oddziatywanie
elektromagnetyczne czastek stykajacych
sie ciat.

Powierzchnie nigdy nie sa idealnie rowne

na poziomie mikroskopowym czgstki
jednego ciata “blokuja droge” czastkom
drugiego ciata

= musza zostac “odepchniete”

wypolerowana miedz =

Tarcie I

A.F.Zarnecki

Wyktad VI




ZaleznoSc¢ od nacisku

Powierzchnia rzeczywistego (mikroskopowego)
styku ciat jest w normalnych warunkach wiele
rzedow wielkoSci mniejsza niz powierzchnia

geometryczna:

Sita
dociskajaca

utamek
powierzchni

1 N/cm?
2.5 N/em?
50 N/cm?

250 N/cm?

0.00001
0.000025
0.0005
0.0025

(ptytki stalowe)

Tarcie I

ll'_:l:ih dociskajaca

odkszialeenie
plastyczne

odkaztalcenie
EprETyste

— efektywna powierzchnia styku
proporcjonalna do nacisku

= liczba oddziatywan na poziomie
atomowym proporcjonalna do nacisku

A.F.Zarnecki

Wyktad VI



Tarcie I

Odstepstwa od praw empirycznych

Przy duzych predkoSciach moze sie
pojawiC zaleznosS¢ ;. od predkosci v:

Przy duzych sitach dociskajgcych moga sie
pojawiC odstepstwa od zaleznosci liniowej:

miedz i miedz

stal i miedz
.|I.
g ]
& 1\
g A
FroN
E by
3

wapdlczynnik tarcia, p;

1.5

=)

0.5

10~ 102 1! 1 10

sita nacisku w niutonach

=
=]

]
1000

2000
pradkoid poblizgu w kmy'h

Przy bardzo duzych predkoSciach miedz
ulega chwilowemy stopieniu...

Przy duzym nasisku zniszczeniu ulega
warstwa tlenkow na powierzchni miedzi...

A.F.Zarnecki

Wyktad VI



Tarcie I

Scieranie Smarowanie

Na poziomie mikroskopowym tarcie Tarcie zmniejszamy wprowadzajgc smar
prowadzi trwatych zmian w stykajgacych miedzy poruszajace sie powierzchnie.
sie powierzchniach. P s

Fragmenty miedzi przytaczone
do powierzchni stali:

m.[__ A Powierzchnie nie stykaja sie = brak tarcia

= pojawia sie jednak nowa sita oporu
zwigzana z lepkosciag

A.F.Zarnecki Wyktad VI 7



Tarcie I

Sita dziatajgca miedzy dwoma powierzchniami
nieruchomymi wzgledem siebie, dociskanymi sita N.

Tarcie statyczne

Maksymalna sita tarcia statycznego 7" jest
rowna najmniejszej sile F' jaka nalezy przytozyc do
ciala, aby ruszyc€ je z miejsca.

Prawo empiryczne:

mar —  _gip N ip =

Cialo pozostaje w rownowadze
dzieki dziataniu tarcia statycznego

A.F.Zarnecki Wyktad VI 8



Tarcie statyczne

stan spoczynku
Fg=F

o AN '-ﬂa—'“ﬂh prmffieimnr
. F,

v ruch jednostajny
B,=F

Tarcle

POki przylozona sita F jest mata, tarcie statyczne
utrzymuje ciato w spoczynku:
fS — _ﬁ

= sita tarcia roSnie proporcjonalnie do przytozonej sity.

Gdy przytozona sita przekroczy wartoSC T¢*** = us - N
ciato zaczyna sie poruszac =- tarcie kinetyczne

Ts 3 Fs F}

Tarcie kinetyczne naogot stabsze od spoczynkowego: . < s

A.F.Zarnecki
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Kat graniczny

Tarcie I

Jest to maksymalny kat nachylenia réwni, przy
ktorym sita tarcia pozwala na utrzymanie go w
rownowadze. Z warunku rownowagi:

T QSin «
N = (@cosa«

Z definicji wspotczynnika tarcia statycznego:

TIOT — 6. N
Otrzymujemy:

A.F.Zarnecki

Wyktad VI 10



Tarcie I

Wspotczynniki tarcia

Przyktadowe wspotczynniki
dla wybranych materiatow:

materiaty Hs Hi Hamowanie samochodu:
stal o stal 0,15°0,03-0,09 \asne aby kota nie zaczely sie slizgaé
stal o 16d 0,027 0,014 -

e poslizg = U
drewno o drewno 0,65 0,2-04 .

e dobry kierowca lub ABS = us
guma o beton suchy 1.0 0.7 zysk ~40% na drodze hamowania
guma o beton mokry 0,7 0,5

A.F.Zarnecki Wyktad VI 11



Tarcie I

Poza tarciem statycznym i kinetycznym
(poslizgowym) mamy tarcie toczne:

N

TO

Tarcie toczne

—

T, = —wip

Wspotczynnik tarcia tocznego 1+
jest zwykle bardzo maty

\:| Przyktadowo:
e drewno + drewno = 4= 0,0005 m

e stal hartowana + stal = ;= 0,00001 m
(wymiar dtugosci!)

Toczace sie ciato odksztatca zawsze
powierzchnie po ktorej sie toczy.

A.F.Zarnecki Wyktad VI 12



Uktad inercjalny I
Zasada bezwtadnoSci

“Kazde ciato trwa w swym stanie spoczynku lub ruchu prostoliniowego i jednostajnego,
jesli sity przytozone nie zmuszajz ciata do zmiany tego stanu.” |.Newton

Uktad odniesienia w ktérym spetniona jest zasada bezwtadnosci nazywamy
uktadem inercjalnym

Zasada bezwtadnosci jest rownowazna z postulatem itnienia uktadu inercjalnego

W uktadzie inercjalnym ruch ciata jest jednoznacznie zadany przez
dziatajace na nie sity zewnetrzne (rownanie ruchu) + warunki poczatkowe

d27(t) L L
m = F(r, v,t F
> ( ) + Fgr
r(tg) = 70 ¥(to) = g

A.F.Zarnecki Wyktad VI 13



Opis ruchu

Uktady nieinercjalne I

Wozek porusza sie z przyspieszenien a wzgledem stotu

| el
S

Z punktu widzenia obserwatora
zwigzanego ze stotem kulka pozostaje
W spoczynku.

Wynika to z zasady bezwladnosci -
sity dziatajace na kulke rownowazg sie

F=0 & a=0

cigl
‘®—@

Z punktu  widzenia  obserwatora
zwigzanego z wozkiem kulka porusza sie
Z przyspieszeniem —a

— prawa Newtona nie sa spetnione !?
Oba uktady nie moga byc inercjalne.

Prawa ruchu w uktadzie nieinercjalnym
wymagajg modyfikacii

A.F.Zarnecki

Wyktad VI 14



Uktady nieinercjalne I
Prawa ruchu

Przyjmijmy, ze uktad O’ porusza sie wzgledem uktadu inercjalnego O.
Osie obu uktadow pozostajg caty czas rownolegte (brak obrotow)

Niech 75 (t) opisuje potozenie uktadu O’ w O. Przyspieszenie: do. = djgo
Ruch punktu materialnego mierzony w uktadach O i O’:
Fo= 7 4+
Przyspieszenie punktu materialnego mierzone w uktadach O i O’:
a = a' + do
Prawa ruchu w uktadzie inercjalnym O:
md = F(7,0,t) + Fp
— W uktadzie nieinercjalnym O
ma' = F(7',¢',t) + Fp — mdo
= w ukfadzie nieinercjalnym musimy wprowadzic site bezwtadnoSci ﬁb = —Mmdo

A.F.Zarnecki Wyktad VI



Prawa ruchu

Wahadto w uktadzie nieinercjalnym
poruszajgcym sie z przyspieszeniem
a wzgledem uktadu inercjalnego

Uktady nieinercjalne I

Oprécz sity ciezkosci mg i reakcji i
musimy uwzgledni¢ pozorna site
bezwtadnoéci Fj, = —mdo

Opis ruchu mozna uprosci¢ wprowadzajgc
efektywne przyspieszenie ziemskie:

—/ —

g = g—do
sity bezwladnosSci = sity grawitac;i
= odchylenie potozenia réwnowagi:

Qo

tanf = —
g

Przyspieszenie drgan:

[ [

A.F.Zarnecki

Wyktad VI 16



Prawa ruchu

Ciecz w naczyniu:
a=20 a*0

a=0

|
B mre——"

Uktady nieinercjalne I

Jesli ao < g = w uktadzie poruszajgcym sie z przyspieszeniem do L ¢
obserwujemy pozorng zmiane kierunku dziatania sity ciezkoSci:

Balon z helem:

i#0

A.F.Zarnecki

Wyktad VI
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Rownia

sity dziatajgce w uktadzie wozka

Uktady nieinercjalne I

Wozek zsuwa sie bez tarcia po rowni pochytej.
Zaniedbujgc ruch obrotowy kot przyspieszenie
wozka:

aoc = ¢ Sina

W ukitadzie zwigzanym z woOzkiem dziata-
jaca na wahadto sita bezwtadnosSci jest rowna
co do wartosci (lecz przeciwnie skierowana)
rownolegtej skladowej ciezaru.

Na wahadlo dziala pozorna sita ciezkoSci
prostopadta do powierzchni rowni.

J = g, = gcosa < g

= spowolnienie drgah

A.F.Zarnecki

Wyktad VI 18



Uktady nieinercjalne

Spadek swobodny

w-.'

W ukladzie odniesienia poruszajgcym sie z
przyspieszeniem a,||g obserwujemy pozorng zmiane
wartosci przyspieszenie grawitacyjnego:

W uktadzie zwigzanym z ciatem spadajgcym
swobodnie do = ¢

g = o

= stan niewazkosSci

A.F.Zarnecki Wyktad VI 19



Zasada zachowania pedu I

Uktad izolowany lll zasada dynamiki
Kazde ciato moze w dowolny sposéb Sity z ktorymi dziatajg na siebie ciata i i j:
oddziatywac z innymi elementami uktadu. _ ~

iy = =1Ly

Suma sit dziatajgcych ciato :

ﬁiz = Z ﬁjz’

J
Suma sit dziatajacych na uktad:
Fiop = Y F- =Y > Fy
i i g

Z Z _ﬁij — _ﬁtot
joi

= Fiop =0

Brak oddziatywan ze Swiatem zewnetrznym

A.F.Zarnecki Wyktad VI
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Zasada zachowania pedu I

Il zasada dynamiki Ped uktadu
d_ﬁi B ﬁZ Prawo ruchu uktadu: )

— ,I/ = - _).
dt Fioo = Y Fi = %
, , {

____________________ 7 (/

' . _ 4o

— A 2

7

Fiot =0 = Y j; = const

7

Dla dowolnego ukfadu izolowanego,
suma pedow wszystkich elementow
uktadu pozostaje stata.

izolowany ukfad inercjalny

A.F.Zarnecki Wyktad VI



Oddziatywanie dwoch ciat

Zasada zachowania pedu I

Uktad “rozpada sie” pod wptywem
sit wewnetrznych.

Jesli na poczatku wszystkie obiekty
spoczywaja

2.pi =0
i

to i po “rozpadzie” suma pedow
musi by¢ rowna 0.

Dwa ciata: (v; K ©)

mivU1 + movo = O
- mi
= Uy = ——=- ¥
m>
(¥ m
v] m>
A.F.Zarnecki Wyktad VI 22



Zasada zachowania pedu I

Oddziatywanie dwoch ciat

Roéwnia rusza sie bez tarcia po poziomym stole.
Klocek zsuwa sie bez tarcia po rowni.

Na uktad dziatajg sity zewnetrzne:
o sity ciezkosci Qi Qr
e oraz sita reakcji stotu R,

Ale wiemy, ze sily ta dziatajg wzdtuz kierunku
pionu (prostopadle do powierzchni stotu).

Sity zewnetrzne moga zmienia¢ sktadowa pionowa pedu uktadu rownia-klocek.
Ale sktadowa pozioma bedzie wcigz zachowana!
Uwzgledniajac, ze predkoScE i przyspieszenie rowni sa skierowane przeciwnie do osi X:
—mVy + MV, = const RS mayr = May
Kierunek przyspieszenia klocka nie jest rownolegty do powierzchni rowni!

A.F.Zarnecki Wyktad VI 23



Zasada zachowania pedu I

Oddziatywanie dwoch ciat

Zagadnienie daje sie tatwiej rozwigzac,
gdy przejdziemy do uktadu nieinercjalnego
zwigzanego z rownig. W ukiladzie tym na
klocek dziata dodatkowo sita bezwtadnoSci

ﬁb — _a:'r'M
Przyspieszenie klocka (wzdtuz rowni!):

a = gsina + arcosa

Mozemy teraz wyznaczyc¢ sktadowg X tego przyspieszenia w uktadzie stotu,
| poréwnac z wrtoScig oczekiwang z zasady zachowania pedu:

= ar =49

ay =a' Cosa —a, = ¢gSinacosa — arsin?a M sin a CoS o
Ma, = ma, m + M sin? a

A.F.Zarnecki Wyktad VI 24



Oddziatywanie dwoch ciat

Zasada zachowania pedu I

Zderzenie catkowicie niesprezyste

(po zderzeniu ciata trwale ztaczone)

Ped poczatkowy: p; = mqvq
Ped koncowy: py = (m1+mo)- 1o

Zasada zachowania pedu:

P; — Pf
— mi —
— VD U1
mi1 + mo

A.F.Zarnecki

Wyktad VI
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Zasada zachowania momentu pedu I

Sity centralne

Jesli uktad ciat (lub pojedyncze ciato) dziata jakas sita zewnetrzna F}.; % O
to ped uktadu musi sie zmieniac: > p; 7 const.

Sity ktére dziatajg na uktad czesto sg
sitami centralnymi - dziataja w kierunku ustalonego zrodia sity.

Jesli potozenie zrédta przyjmiemy za $rodek uktadu = Fipe = F(r,...) - ir
Przykiad:

o sita grawitacyjna F(r) = —GT*2
o sita kulombowska  F'(r) = Ql—Q%

o sSilaspezysta F(r)=—-k-r

Czy mozna cosS “uratowac” z zasady zachowania pedu ?...

A.F.Zarnecki Wyktad VI 26



Moment pedu

Zdefiniujmy dla punktu materialnego:

Ezf’xﬁ

tor czastki P
é -

p=mv

".l-..'_.5

czastka P o masie m

St
kierunek obrotujruby: _
- i o predkoiciv

od wektora r
do wektora v

Zasada zachowania momentu pedu I

< moment pedu wzgledem O

zalezy od wyboru poczatku uktadu

Dlav < ¢
L = m#xd
L = mruvsing

A.F.Zarnecki Wyktad VI



Zasada zachowania momentu pedu I

Moment pedu

Ruch po ptaszczyznie:

L = m7x (6 + 0
L = mrug
> db 5 ,
= L = mr gy T M Przypadek szczegolny:

ruch po okregu - r=const
Moment bezwtadnosSci

I = mr?

= moment pedu mozemy przedstawic
w 0go0lnej postaci

L = I3

A.F.Zarnecki Wyktad VI 28



Moment sity

M=rxF

kierunek obrotu sruby:
od wektora r do wektora F

tor czastki

czystka P o masie m

Zasada zachowania momentu pedu

< moment sity wzgledem O

Rownanie ruchu

dL  d(7 x p)
dt dt
ar . dp
= — X —
g <Py
= 7

=
I
@)
U
N
I
O
O
-
wn
‘_'.

A.F.Zarnecki

Wyktad VI
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Czastka swobodna

/ tor czastki
/ swobodnej

Y =const

parametr zderzenia
b =rsin 8 = const

Moment pedu wzgledem dowolnego
punktu O pozostaje staty:

L = movrsind = movb = const

b - parametr zderzenia
odlegtoS¢ najmniejszego zblizenia do O

Zasada zachowania momentu pedu I

Sita centralna

Moment sity: (wzgledem zrodta)
M = #xF
= FXip- F(r,...) = 0
L = const

Moment pedu, liczony wzgledem zrodta
Sity centralnej pozostaje staty.

A.F.Zarnecki
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Zasada zachowania momentu pedu I

PredkosSc polowa Il prawo Keplera

Pole jakie wektor wodzacy punktu zakreSla w dS 1. . L

. . dS — = —|Fx 9] = — = const
jednostce czasu: > dt 2 2m

A
y ‘ tor czastki P ' ’

_ - W ruchu pod dziataniem sit centralnych
centrum sily / predkoSc polowa jest stata.
1 1 — 1

A.F.Zarnecki Wyktad VI 31



Ruch ciat o zmiennej masie I

Rozwazmy ruch ciata o0 zmiennej masie. W ogolnym przypadku: m = m(7, v, t)

—dm m Od ciata o0 masie m — dm poruszajgcego sie
-0 > z predkosScia v oditgcza sie element
W v+dv —dm > 0 poruszajacy sie z predkoscig w

(dm < O bo masa ciata maleje)
Z zasady zachowania pedu:

(m —dm) v

m (¥ 4+ dv) — dm @

= dp = mdv (m—dm)v—mv-+ dnw

dm (0 — U) = dm U, 4,

Sita odrzutu (sita ciagu rakiety):

_ dp dm dm
F, odrz E

E Vodrz — <0

A.F.Zarnecki Wyktad VI 32



Ruch ciat o zmiennej masie I
Rdownanie ruchu

Ruch ciata pod wptywem sity odrzutu:

dp dv 7
o = ma = Izewn ‘I‘ 'Uodrz
Zaniedbujac wptyw sit zewnetrznych Catkujgc stronami:
(np. pola grawitacyjnego): m my,
dv dm
i i [
mE ~ dt Vodrz v odrz e
dv dm dm _ . . .
mdm. dt — E'vodrz = UV = UO_I_Uodrz'ln(
do . wzor Ciotkowskiego
m dm — Vodrz
m

A.F.Zarnecki Wyktad VI



Ruch ciat o zmiennej masie I

Rakieta jednostopniowa

Rakieta 0 masie mp ma wynieSC satelite o
masie mg, zuzywajac paliwo o masie m p:

Mg
Ms Aby uzyskac Il predkoS¢ kosmiczna
-~ m, v, ~ 11 km/s (np. lot na Ksigzyc)
Vodrz przy silniku rakietowym o vo = 3km/s
Mozliwa do uzyskania predkos¢ kohcowa:
_ YE\ 1 ~
_ mg+ mp +mp ;= exp(vo) L~ 38
Vg — Vodrz: In
mg —+ mp
N Vodrz - IN(1 + f) Teoretycznie mozliwe,
praktycznie niewykonalne (?)...
. mp ..
gdzie: f = o ms < MR i nieoptacalne !...

stosunek masy paliwa do masy rakiety

A.F.Zarnecki Wyktad VI 34



Ruch ciat o zmiennej masie

Rakieta dwustopniowa

Rakiete dzielimy na dwa cztony o masach m/, i m/s, mlp +m’y, = mp
4 : : : : : ! /. / /A
w ktorych znajduje sig paliwo o masie mp i m'p: mp+mp =mp
I, ml;a

Ms
el TN
vV

odrz

Predkos¢ koncowa:

ms
V. = Vodrz " N mS_I_mR—I_mP —|—In mS_I_m/}/%_I_m/fl)
oar= mS—I—mR—I—m’I’D mS—I—m’é

W przyblizeniu mg < m/, < mlyt v & voge, -2 IN(1 4 f)

Aby uzyskac Il predkoSc kosmiczng v, ~ 11 km/s przy 0 vo = 3 km/s:
f = exp(;k )—1 ~ 5.3

Vo

Dla f ~ 10 (dla obu cztonoéw) mozna wystrzelic w kosmos mg ~ 0.6% (mgr + mp)
przy optymalnym wyborze m, ~ 7% mpg

A.F.Zarnecki Wyktad VI 35



Ruch ciat o zmiennej masie I

Rakieta wielostopniowa

Rakieta sktada sie z wielu cztonow. Aby uzyskac Il predkosc kosmiczna dla
W kazdym z nich stosunek masy paliwa mg ~ 100 kg przy rakiecie o f = 10:
do “obudowy” wynosi f

I ()

Vodrz
W granicy wielu bardzo matych cztonéw: mp ~ 500 kg
mdi = dm iy, —— mp ~ 5000 kg
f+1
Co sprowadza sie do: Przy rakiecie jednocztonowej, przy tych samych

mg | mp potrzebaby 228’000 kg paliwa !!!

/ mp Dla rakiety dwucztonowe;j:
Vp = Vodrz 57 N1+ —Q+f)| mp~1600kg, mp ~ 16000 kg
f+1 mg

A.F.Zarnecki Wyktad VI 36
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