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Mechanika ruchu obrotowego

Fizyka | (Mechanika)

Wyktad X:

e Przypomnienie, ruch po okregu

e Oscylator harmoniczny, wahadto
e Ruch w jednorodnym polu elektrycznym i magnetycznym

e Prawa ruchu w uktadzie obracajgcym sie



Pojecia podstawowe I

Uktad wspotrzednych

Stuzy do okreSlenia potozenia ciata w danym uktadzie odniesienia

Potozenie mozemy zapisaC na wiele ZA
roznych sposobow:

o uklad wspotrzednych kartezjanskich:

= (z,y,2) »
i
o ukiad wspotrzednych biegunowych: ’
7? — (7“, @7¢) ——————————
X
o uktad wspotrzednych walcowych: X
7= (¢,z)

A.F.Zarnecki Wyktad X



Ruch po okregu I

L : , . A
Potozenie ciata moze byc opisane Y N7

. _ v
jedna zmienna:
o katw plaszczyznie XY - ¢ - <
o dtugoSc tuku okregu -s =1 - ¢ ® X
Predkosc:
ds do
= - = Tr— = rw
dt dt
., _dé
predkoS¢ katowa w =
dw d? ¢

Przyspieszenie katowe: - = —°
ySP ? T d dt?

Ruch jednostajny po okregu: =0 = w=const = V =const

ale V£const = a=+017?
A.F.Zarnecki Wyktad X 2




Ruch po okregu I

PredkoSc w zapisie wektorowym:

V=uUoXxXr

Przyspieszenie: —
ysP \ 4 r

dt e "~ at X
= axF4+axV
- a + an

Oprocz przyspieszenia stycznego a; Vv, opisujacego zmiane |X7|,
jest tez przyspieszenie normalne a;,, odpowiedzialne za zmiane kierunku V w czasie.

i, = Sx(@xF) = —w?-F Ax(BxC)=(A-C)-B—(A-B)-C

przyspieszenie dosSrodkowe

A.F.Zarnecki Wyktad X 3



Ruch po okregu I

W ruch jednostajnym po okregu przyspieszenie styczne z definicji znika:
V| = const = a; =0

Jednak w ruchu po okregu przyspieszenie nigdy nie znika (jesli |\7| = 0).

Przyspieszenie normalne pojawia sie na skutek zmian kierunku predkosci:

i =dp = —w’-T
Y I Y Ruch jednostajny po okregu jest ztozeniem dwoch
niezaleznych ruchéw harmionicznych:
T S , T
0 X x = r-cos(w-t) = r-Sln(w-t—I—E)
y = 7r-sin(w-t)

Ruch po okregu <= roznicafaz A¢ = £5

A.F.Zarnecki Wyktad X 4



Rownania ruchu I

Podstawowym zagadnieniem dynamiki jest rozwigzywanie réwnan ruchu,
czyli okresSlanie ruchu ciata ze znajomosci dziatajacych na nie sit.

Sita dziatajgca na ciato moze zalezec od potozenia i predkosci czastki oraz czasu
= rOwnanie ruchu:

d27(t)
dt?
Ogolne rozwigzanie ma szeSc statych catkowania:
?? — /’?(t7017027"'706)

Aby Scisle okresli¢ ruch ciata musimy poza rozwigzaniem réwnah ruchu
wyznaczyC wartosci wolnych parametrow (w ogolnym przypadku szesciu)
NajczeSciej dokonujemy tego okreSlajac warunki poczatkowe:

o 7 (to)

U0 v (to) to - wybrana “chwila poczatkowa”

= F(70,t)

A.F.Zarnecki Wyktad X



Rowanania ruchu I

Wahadto matematyczne.

Tym razem opiszmy potozenie kulki w zmiennej s (pozycja wzdtuz tuku toru).
y4

Rzut przyspieszenia na kierunek ruchu:

: _d23 . ing
a,g—ﬁ = —g-Sin

W przyblizeniu matych katow (sin 6 ~ ) otrzymujemy:

d?s 9 g
- = —q - = —= .8
dt2 g z

= oscylator harmoniczny czesto$¢ w = /7.

W chwili t =0 puszczamy z wychylenia A (V(0) = 0):

= s(t) = A-cos(wt)

W chwili t =0 nadajemy predkos¢ Vy (s(0) = 0):

S st = %-Sin(wt)

A.F.Zarnecki Wyktad X



Ruch harmoniczny I

Rdéwnanie oscylatora harmonicznego:

d2
ﬁ = —w?zx (ruch w jednym wymiarze)

cai 27 (posta¢ ogdlna)
— = —wT
dt?

Réwnanie oscylatora dobrze opisuje zachowanie bardzo wielu uktadow fizycznych: ciezar
na sprezynie, wahadto matematyczne (dla matych wychylen), kamerton, struna, itp...
Roéwnanie oscylatora harmonicznego jest przyktadem réwnania rozniczkowego.

Ogolna postac rozwigzania:
1D: o = A-sin(wt4+¢) = A-cos(wt) + B -sin(wt)

3D: 7 = A-cos(wt)+ B -sin(wt)

W ogolnym przypadku ruch bedzie ptaski, w ptaszczyznie wyznaczonej przez poczatkowe
potozenie i predkosé: A =7(0) =7y wB =3(0) = .

A.F.Zarnecki Wyktad X 7



Pole elektryczne

Rowanania ruchu I

Rozwazmy czastke natadowana o masie m i tadunku ¢ poruszajaca sie w jednorodnym
polu elektrycznym o natezeniu E (np. wewnatrz kondensatora ptaskiego).

A F A A

—

E

g>0

Na czastke dziata stata sita (z definicji natezenia):

ﬁE — (q- E
Ruch odbywa sie ze statym przyspieszeniem:
F R
P R
m m
Petna analogia do pola grawitacyjnego:
j o L.E
m

Np. energia potencjalna:

EJ =mgy < EZ])E = qEvy

A.F.Zarnecki

Wyktad X 8



Rowanania ruchu I

Pole elektryczne Rownania ruchu:

d?zx .
FH A+ mﬁ—O
yﬂ d2
y

Y — = E

—--iF Y | . " “

<o | _ L X Catkowanie + warunki poczatkowe
E
- —-------=--=-=-< | = x(t) = wvg-t
QE
_ . y(t) = 5 12

State jednorodne pole elektryczne £ = (0, E/,0) m

. . _ QF
W chwili #o = O w punkcie 7o = (0,0,0) w pole = rownanie toru: y = 2m2 -
wlatuje z predkoscia vg = (v, 0,0) czastka 0  Kat odchylenia:
masie m I tadunku @

d E L
. . tanez—y = Q 5
FE = QE da::p:L mvo

A.F.Zarnecki Wyktad X 9



Rowanania ruchu I

Pole magnetyczne Z definicji iloczynu wektorowego

2 -
m ﬂ = Q- de dy dz
dt2 dt dt dt
O 0 B
Uktad dwoch rownan:
d2x dy
I — B -2
a2 “ dt
d? d
maz = 9By
State jednorodne pole £ = (0,0, 1) Catkujac pierwsze réwnanie
W chwili g = 0 w punkcie 75 = (0,0,0) dx
. o m— = QB (y—yc)
w pole wlatuje z predkoscia vy = (0, vg, 0) dt
czastka o masie m i tadunku Q d2y Q B\~
) ] - = (7)) w-w
Fp = Q-vx B sita Lorenza

A.F.Zarnecki Wyktad X
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Pole magnetyczne

Otrzymujemy réwnania ruchu:

dy 2 ( ) oscylator
- f— — W —
12 Y—"Yc
dx Q B
at = w (¥ —ye) W=—"
t m

= ruch po okregu w - czestosc cyklotronowa

Rowanania ruchu I

Rozwigzanie:
xr = r-sin(wt+ ¢g) + x¢
y = r-cos(wt+ ¢g) + ye
gdzie r - promien cyklotronowy:
m vQ
QB
Z warunkow poczatkowych
(7(0) = 70 1 9(0) = p):

T =

x = r-(1—coswt)
Yy = r-Sinwt

Ruch w polu magnetycznym
jest jednostajny: v = const
m v P

r = = —

QB B

A.F.Zarnecki Wyktad X
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Rowanania ruchu

W fizyce czastek pole magnetyczne powszechnie wykorzystywane jest do pomiaru pedu
czastek. Wszystkie dlugozyciowe czastki natadowane majg tadunek +1e...

Komora pecherzykowa w CERN Detektor CDF w Fermilab
\ - missing Energy

- '-_\“‘w

b Jet

\ -r "ﬂ




Pole magnetyczne

W ogolnym przypadku predkoS¢ czastki
V nie musi byC prostopadta do wektora
indukciji pola magnetycznego B.

Jednak sita Lorenza zawsze prostopadta
do B = na kierunku réwnoleglym do
pola znikal

W kierunku wektora pola ruch czastki
jest ruchem jednostajnym.

W ogolnym przypadku torem ruchu jest
spirala.

Rowanania ruchu I

A.F.Zarnecki

Wyktad X
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Pole magnetyczne

><V

Rowanania ruchu I

Odchylenie czgstki przelatujacej
przez waski obszar jednorodnego pola
zaktadamy wt < 1:

r = 71wt
(wt)?
~ r-|[1— — 1
Rl (G
27
Kat odchylenia:
d L B L
tanez‘—y = —=Q
drlz=1I r m v

A.F.Zarnecki

Wyktad X 14



Rowanania ruchu I
7z A

Spektroskop Thomsona (1913)
Czastki przelatuja przez obszar m,
jednorodnych pél £ i B m, p
= 5 < B L+d
E 1| B o

Pozycja czastki na ekranie d > L

BLd
ye ~ d‘ tan QB — Q ZA I'X
m v /’L
E Ld /
Ze N d-tan@EzQ 5 A4
m vg y E V
N m E 2 = 0
z p— . . .
¢ QO B2Ld vE

Czastki o roznych vg uktadaja sie na parabolach odpowiadajacych ich %
—> separacja izotopow o roznych masach - spektroskopia masowa

A.F.Zarnecki Wyktad X
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Selektor predkosci

Rowanania ruchu I

Czastka w skrzyzowanych

jednorodnych polach £ 1 B
Fp
Fp

QE
Q-7 x

Dla predkosci Vo = %
wypadkowa sit FE + FB =0

—> tor prostoliniowy

— metoda selekcji czastek
o ustalonej predkosci

niezaleznie od ich QQ im

A.F.Zarnecki

Wyktad X
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Rowanania ruchu I

m

c
O

Spektrometr Bainbridge’a Mierzymy promien cyklotronowy r = oB:;
dla czagstek o ustalonej predkosci vg = %
= pomiar %

wiazka jonow =

E
L

@ -

IR

B
selektor predkosci

klisza fotograficzna

Czastki o r6znych masach zaczernia klisze
w roznych odlegtoSciach od szczeliny

A.F.Zarnecki Wyktad X 17



Ruch po okregu I

“Kazde ciato trwa w swym stanie spoczynku lub ruchu
prostoliniowego i jednostajnego, jesli sity przytozone nie
zmuszajz ciata do zmiany tego stanu.” |.Newton o

Zasada bezwladnosSci

— aby ciato pozostawato w ruchu po okregu konieczne
jest dziatanie sity = sita do Srodkowa

Ruch po okregu moze by¢ wynikiem dziatania r6znego rodzaju sit:
e sily zewnetrzne
— sita Lorenza (pole magnetyczne)
= sily sprezystosci

o Sity reakcji wiezow (kulka na nitce)
o wypadkowej sit reakcji | sit zewnetrznych (regulator Watta, kulka w wirujgcym naczyniu...)

A.F.Zarnecki Wyktad X 18



Ruch po okregu I
Sita doSrodkowa

Czastka natadowana w polu magnetycznym

Sita Lorenza: - L =
FB = Q-’UXB
Dla @ L B:
FB — Q’UB
B 1
= Fp = ¢ mv? = = muv?
Promien cyklotronowy: m v T
m v p
T p— _ =
QB QB :
Fp = e — mw2r
r

A.F.Zarnecki Wyktad X



Sita dosrodkowa

Regulator Watta

Ruch po okregu I

Kulka w wirujgcym naczyniu

Sita dosrodkowa jest wypadkowa sity reakcji i sity ciezkoSci:

F

mg’—l—}_f

A.F.Zarnecki

Wyktad X
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Sita dosrodkowa

= V
X
x = r-cos(w-t)
y = r-sin(w-t)
z = 0
= az = —w?r-cos(w-t)
ay = —w? r-sin(w - t)
= @ = —w’T
= ﬁ = —mw2r

Ruch po okregu I

. dv
a = —
dt
dv = v-d¢p = vwdt
_ — 2. —
a = vw we T rd(p

fffffffffff o
W zapisie wektorowym: & = const
B dV d(& x 7) L dF
= — = = W X —
dt dt dt
= GxV = Ix (X7
= —w?-7 7L = (,9,0)

A.F.Zarnecki

Wyktad X



Ruch po okregu I

Kulka w wirujgcym naczyniu Sita dosrodkowa skierowana poziomo
ze sktadania sit:

Sita dosrodkowa

= R-cOosa — mg = 0
F = R-sina = mg-tana

Z rbwnania ruchu:

F = mwQTJ_ = mw?r-sina
= COSa = g
w=r
. . . : 7 _
F = mij+ R Kulka odchyli sie dopierodla w > \/;—wo

wo - €zestoSc drgah wahadta
matematycznego o dtugosci r

A.F.Zarnecki Wyktad X 22



Uktady nieinercjalne I
Prawa ruchu

Niech uktad O’ porusza sie wzgledem uktadu inercjalnego O.

Osie obu ukladow pozostaja caty czas rownolegte (brak obrotow)

. o - . : 2
Niech 75 (¢) opisuje potozenie uktadu O’ w O. Przyspieszenie: do = %
Prawa ruchu w uktadzie inercjalnym O:
md = F(7,0,t) + Fp
— W uktadzie nieinercjalnym O’:
ma' = F(7',¢',t) + Fp — mdo
= w ukladzie nieinercjalnym musimy wprowadzic site bezwtadnosci ﬁb = —Mmdo

Czy mozemy to podejScie zastosowac takze w przypadku,
gdy uktady obracajg sie wzgledem siebie?

Problem komplikuje sie, bo przyspieszenie wzgledne zalezy od potozenia...

A.F.Zarnecki Wyktad X 23



Uktad obracajacy sie I

Niech uktad O’ obraca sie z predkoscig katowa & wzgledem uktadu inercjalnego O.
Dla uproszenia przyjmijmy, ze poczatki obu ukltadéw pokrywaja sie.

Rozwazmy ruch punktu materialnego spoczywajgcego w uktadzie O’:

Z punktu widzenia obserwatora O ciato porusza sie po okregu
| musi na nie dzialac sita dosrodkowa:

F = —mw?7,

W uktadzie O’, aby opisac réwnowage sit ( cialo pozostaje w spoczynku)
musimy wprowadzic site bezwtadnosci:

ﬁb = —I—mwQFL

= sita odSrodkowa
Sity bezwtadnoSci sa sitami pozornymi, wynikajacymi z nieinercjalnego charakteru uktadu odniesienia

A.F.Zarnecki Wyktad X



Sita odsrodkowa

Regulator Watta

Roéwnowaga sit w uktadzie obracajacym sie:

Uktad obracajacy sie I

Kulka w wirujgcym naczyniu

mi + R + F, = ma’ = 0

A.F.Zarnecki

Wyktad X
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Uktad obracajacy sie I
Sita odsrodkowa |

Ciecz w wirujgcym naczyniu

Roéwnowaga drobiny na powierzchni cieczy:

mgSin o — mw’rcosa = 0
(rzut na powierzchnie cieczy)
dy w?
_ o o — = taha = —r
Powierzchnia cieczy przyjmuje dr g
ksztait paraboliczn w2
P Y - Y = oy r2+yo
g

A.F.Zarnecki Wyktad X 26



Ruch obrotowy Ziemi

Uktad obracajacy sie

Ciata nieruchome wzgledem powierzchni Ziemi.
Zmiana efektywnego przyspieszenia ziemskiego

A o5 obroty
Klerunek I L1 zwiazana z ruchem obrotowym Ziemi:
/ N+ .
~ / z=2
N Ag = _wzm cos¢=—w2rz congb
~wX(@XT) = ] o 1¢ N m
>, A ~ —0.033— - cos? ¢® ¢ — szerokosS¢ geo.
/] E\BIN 52
/ x’ o .
keruncks /| o Wyniki pomiaréw:
e
biegun N g = 9.83216 S%
Warszawa g =9.81230 5
rownik g =9.78030 %
~ T 73.10°° °
23h 56m 045 T s Efekt wiekszy ze wzgledu na sptaszczenie Ziemi
A.F.Zarnecki Wyktad X 27



Uktad obracajacy sie I

Uktad O’ obraca sie z predkoscia katowa « wzgledem uktadu inercjalnego O.

Rozwazmy teraz ruch punktu materialnego spoczywajacego w uktadzie O:

Z punktu widzenia obserwatora O’ ciato porusza sie po okregu
| musi na nie dzialac sita doSrodkowa:
F = —mw?7,
W uktadzie O’ dziata tymczasem pozorna sita odSrodkowa
Fy, = 4m w? T
= musimy wprowadzic kolejna site ?!
Aby “uratowac” rownania ruchu potrzebujemy

2

F. = —2muw’7,

= czy to w ogolle ma sens ?...

A.F.Zarnecki Wyktad X
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Uktad obracajacy sie

Punkt materialny poruszajacy sie po okregu w uktadzie O, sita doSrodkowa Fj; = mVTQ.
W uktadzie obracajacym sie O’ predkos¢ punktu wynosi V/ =V — w r
Uktad O Uktad O’

A,

~
~
N
AN
N
y ®
\
\
\

W R Y,
CBX”’?;/} f - <>) - —
= I_fd X W Fq
Sita wypadkowa w O’; |
V/2 V& 2
FC/l:m— = m( +wr) — 2mwV' — mw?r = Fyg— Fe.— Fy

r r

Dodatkowa sita pozorna F, (sita Coriolisa) konieczna do opisania ruchu po okregu w O’

A.F.Zarnecki Wyktad X 29



Uktad obracajacy sie I

Rozwazmy teraz punkt materialny poruszajgcy sie radialnie w uktadzie O'.

W inercjalnym uktadzie O zblizajacy sie do centrum uktadu punkt materialny zaczyna
“wyprzedzac” punkty uktadu O’, gdyz ich predkoSc w ruchu obrotowym maleje...

Uktad O’ Uktad O
Ay A

y

Jon
v
/
/
/
/
I

o
N\
\‘/‘
\
e
\
\
L'
\
\
\
_>\
\
<
\

Pozorna sita Coriolisa pojawia sie w uktadzie obracajgcym sie (nieinercjalnym), zeby
opisac odchylenie od toru prostoliniowego...

A.F.Zarnecki Wyktad X 30



Uktad obracajacy sie

Uktad O’ obraca sie z predkoscia katowa « wzgledem uktadu inercjalnego O.
Dodawanie predkosci:

Przyspieszenie:

. dv  d¢'  do ., . dF’
Y, = w T Ta T Ty
Pochodna dla wektora o z uktadu O’:  (+/i1v/)
do’ do’
— = — 4+ &x3d’
dt dt’
pochodna w O’ + obrot osi O’
- — / do  _, - - =/ - =/
= a = da —- EXT + Ix(@x7") + 2. 00X
przysp. w O’ przysp. O’ przysp. doSrodkowe przysp. Coriolisa

A.F.Zarnecki Wyktad X 31



Uktad obracajacy sie I

Rownanie ruchu

W uktadzie inercjalnym O:

= W uktadzie nieinercjalnym O’

ma' = F@F',¢'t) + Fp — m&x (Gx7) —2-maxa’

W uktadzie obracajgcym sie wprowadzamy dwie pozorne sity bezwtadnoSci:

o site odsrodkowa F, = —m & X (& x 7)) = +m w? 7|/

o site Coriolisa F.= -2 -ma& x ¢/

A.F.Zarnecki Wyktad X
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Ruch obrotowy Ziemi

Spadek swobodny z duzej wysokosSci

N potkula potnocna

l

W (
/ / LUYe'S -
!
|

S

Sita Coriolisa odchyla tor ciata
w kierunku wschodnim (obie potkule!)

Uktad obracajacy sie I

Spadek swobodny z wysokosci h=5.5 km,
zaniedbujac opory powietrza:

g
y=h—7 , Uy = —gt
Zaniedbujac odchylenie od pionu:

ac = 2w |vy| COS¢p = 2w g COSP -t

Ruch w poziomie (catkujac a; = ac):

1
vxzwgCOqu—tQ : :1c=§u)gCOSgb-t3
Kohcowe odchylenie toru od pionu:

2h
t=,/—=33s = AXx9m- -COS¢

g
w Warszawie okoto 5.5 m

A.F.Zarnecki

Wyktad X 33



Ruch obrotowy Ziemi

Spadek swobodny z duzej wysokosSci

N potkula potnocna

l

W (
/ / LUYe'S -
|

S

Sita Coriolisa odchyla tor ciata
w kierunku wschodnim (obie potkule!)

Uktad obracajacy sie I

Opory powietrza = przez wiekszoS¢ czasu

spadek z predkoscia v ~ 55 m/s:

ac = 2wv COS
0.008 - cos ¢
S

Q

Spadek z 5.5 km zajmie t ~ 100 s.
Kohcowe odchylenie toru od pionu:

a,t2
A = ©

~ 40 m - COS o

w Warszawie okoto 25 m

A.F.Zarnecki

Wyktad X
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Sita Coriolisa

Potkula pétnocna

. F
®©W
v
&Wﬂ

Wiatry zakrecajg “w prawo”; wyz “kreci sie”

zgodnie z ruchem wskazowek zegara

FC:—Qm(BX?}’/

Uktad obracajacy sie

Potkula potudniowa

Fe

Wiatry zakrecaja “w lewo”; wyz “kreci sie”

przeciwnie do ruchu wskazowek zegara

A.F.Zarnecki

Wyktad X
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Uktad obracajacy sie I

Wahadto Foucault’a 1851 r.

Dla obserwatora na Ziemi ptaszczyzna ruchu
wahadta obraca sie z predkoScig katowa

w1 = w-Sing

w Warszawie (¢ = 52°): w1~ 12°/h

dla startu z potozenia rownowagi:

start z wychylenia maksymalnego

A.F.Zarnecki Wyktad X 36
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