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Bryta sztywna I
Uktad wielu ciat

| == " T T T T ---------- Ruch uktadu jako catosci
Ped:

P = MVoy

Energia kinetyczna:

M VA
4 by = S E};

! 2

| m, |

------------------ T Moment pedu:
Masa ukladu uktad inercjalny

L = MRcy xVou + Loy
i

Potozenie Srodka masy: E7 - energia “wewnetrzna”

— 1 _)* _ ” m m nt
R — - Z m; 7 L&y - “wewnetrzny” moment pedu
i
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Bryta sztywna I

Uktad wielu ciat Przypadek szczegodlny

W oparciu o pojecie sSrodka masy mozemy |
opisac ruch ukfadu jako catoSci stosujac
rownania ruchu punktu materialnego.

| |
! |
! |
! |
. | CM |
P e | 2 |
dt , |
. | 2 :
dt : |
____________________ I
Natomiast ruch wzgledny ciat uktadu moze rij = |Ti— 7@‘ = const
by¢ (w ogolnym przypadku) bardzo skomp-

lik
Ikowany Uktad ciat w ktorym wzgledne odlegtosSci

sg state = bryta sztywna  (uogolniona)
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Bryta sztywna

Naogot ciatem sztywnym nazywamy ciato makroskopowe,
ktére nie podlega deformacjom - wszystkie punkty majg wzgledem siebie state odlegtoSci.

Potozenie
Aby jednoznacznie okresli¢ potozenie bryly sztywnej w przestrzeni, trzeba okreslic:

potozenie wybranego punktu potozenie drugiego punktu potozenie trzeciego punktu
np. srodka masy

-
-
r

ty

/) S
0 - J
y X 0
X
2 parametry 4

3 parametry (potozenie na sferze) 1 parametr (potozenie na okregu)

(stopnie swobody) _
= facznie mamy 6 stopni swobody
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Opis ruchu

Potozenie bryly sztywnej opisuja 3 wspotrzedne i 3 katy

Zt6zenie ruchow
Ogolny ruch (zmiane potozenia) mozna przedstawic jako ztozenie

ruchu postepowego oraz ruchu obrotowego

T(t)

X X
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Opis ruchu

Chwilowa 0S obrotu

Czasami ztozenie ruchu postepowego i obrotowego (wzgledem np. Srodka masy)
mozna przedstawic jako ruch obrotowy wzgledem chwilowej osi obrotu

—

o = Vem + & x (7 — R)

Jesli Vo, L @ wiedy:

5 = &x (7 - R)

R’ - potozenie chwilowej osi obrotu

chwilowa os obrotu . .
P < (zmienne w czasie)

X
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Opis ruchu I

Wiezy

Ruch bryly sztywnej w ogolnycm przypadku opisuje kolejnych 6 parametrow
(np. predkosc srodka masy i predkosc katowa w uktadzie Srodka masy)

W wielu zagadnieniach ruch bryty sztywnej jest jednak ogranicznony przez wiezy:.

koto obracajace sie na nieruchomej osi = jeden stopien swobody (kat obrotu)
walec toczacy sie bez poslizgu = jeden st. swobody (kat obrotu lub przesuniecie)
walec toczacy sie z poslizgiem = dwa stopnie swobody (kat obrotu i przesuniecie)

kulka toczace sie bez poslizgu = trzy stopnie swobody (trzy sktadowe &)

W rozwigzywaniu zagadniehn kluczowe jest zrozumienie jakie sg stopnie swobody

Obecnosc¢ wiezOw oznacza tez obecnoS¢ sit reakcji wiezow...
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Statyka I
Warunek réwnowagi

Bryta sztywna pozostaje nieruchoma, wtedy i tylko wtedy,
gdy dziatajgce na nig sity i momenty sit rownowaza sie:

. . dpP
F?Y = Y FfY =0 <— — =0
- dt
. . dL
M =N MY =0 < — =0
- dt v

Sitami z ktorymi naogot
bedziemy mieli do czynienia

~ sq sita ciezkosci i sity reakcji
= i + R wiezow

Jesli F** = 0 to wypadkowy moment sit wzgledem
kazdej osi jest taki sam ! (wystarczy sprawdzic raz)

<3

—

M =Y #xF = Y#FxE+RxY F, =M
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Statyka I

Nawet jeéli warunek F?¥ = M*% = Q jest spetniony, rOwnowaga moze by¢:

Rownowaga

trwata obojetna chwiejna

v \
Nieznaczne (infintezymalne) wychylenie bryty z potozenia rownowagi powoduje:
pojawienie sie sity wypadkowe] zmiane potozenia pojawienie sie sity wypadkowej
(momentu sily) przywracajgcej rownowagi zwiekszajgcej wychylenie
rownowage
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Statyka I
Przyktad |

Warunkiem rownowagi trwatej dla wieloScianu (ustawionego na poziomej powierzchni,
pod dziataniem sity ciezkosci) jest aby pion wypuszczony ze Srodka ciezkosci przechodzit
przez podstawe.

Réwnowaga trwata Brak rownowagi

Moment sity ciezkoSci “dociska” bryte do Moment sity ciezkoSci wywraca bryte
powierzchni
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Statyka

Przyktad I

Dwu-stozek potozony na nieréwnolegtych szynach:

Gdy szyny sg poziome, stozek bedzie sie poruszat w kierunku szerszego konca.

Sita ciezkoSci i reakcji szyn sie rownowaza, ale wypadkowy moment sit nie bedzie zerowy.
Szyny stykaja sie ze stozkiem wzdtuz tuku elipsy z osia stozka (Srodkiem masy) w jednym z ognisk...
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Statyka I
Przyktad I

Roéwnowage osiggniemy gdy szyny beda pochylone pod odpowiednim katem
(szerszy koniec wyze))

OS stozka pozostaje caty czas na tej samej wysokosci (E, = const)

A.F.Zarnecki Wyktad Xl
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Statyka I

Rownowaga

Roéwnowaga bryty na ktéra dziata sita ciezkosci i sity reakcji mozna sklasyfikowac patrzac
na potozenie Srodka masy (energie potencjalng): (F = —g radEp)

rownowaga trwata obojetna chwiejna

L & &

Nieznaczne (infintezymalne) wychylenie bryly z potozenia réwnowagi powoduje:

podniesienie Srodka masy  brak zmian potozenia  obnizenie Srodka masy
wzrost energii potencjalnej  srodka masy zmniejszenie energii potencjalnej
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Statyka I
Rownowaga

Zmiana potozenia Srodka masy, przy wychyleniu z potozenia réwnowagi,
zalezy od ksztattu brylty, ale takze od charakteru wiezow.

Np: rownowaga kuli zalezy od ksztattu powierzchni na ktorej lezy

rownowaga trwata obojetna chwiejna

\/ \j \/

Typ rownowagi zalezy od zmiany potozenia Srodka masy (F = —g radEp)

A.F.Zarnecki Wyktad XII
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Rownowaga

Statyka I

Kryterium zmiany potozenia Srodka masy = energii potencjalnej
ma zastosowanie takze w bardziej ogolnych przypadkach

Np: szeScian ustawiony na kuli

Potozenie Srodka masy szeScianu
(nad srodkiem kuli):

h = Rcos¢—|—dsin¢+%a COS ¢
d = Ro
a .
h = (R—|—§> cos¢ + R ¢ sing

w przyblizeniu matych kgtow:

Sin¢ &~ ¢, cos ¢ ~ 1 — 2¢?

= (149) + Y-

Réwnowaga trwata jesli R > 5

A.F.Zarnecki
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Prawa ruchu I

Obrot wokot ustalonej osi

Dla bryly sztywnej obracajgcej sie wokot ostalonej osi
mement pedu (skalarnie):

d¢

L = meiriizwI :dt

i
r | ; - odlegtoS€ masy i od osi obrotu,
I - moment bezwladnosci wzgledem wybranej osi

Pod wptywem statego momentu si’fy M:

dL
M = o = Zmﬂlz— I
dw . .
52% — przyspieszenie kgtowe
M
= £ = 7=const

ruch jednostajnie przyspieszony (dla /=const)

A.F.Zarnecki
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Prawa ruchu I

Ruch jednostajnie przyspieszony

-

Io ~ 4mr3 I ~ 4mr? < 4mr3 =FR>Mg=F Rg

M
o =e=20> ¢ —e=M 5 o
potozenie ciezarka: h = ¢ - R 0

A.F.Zarnecki Wyktad XII 16



Ruch harmoniczny

Prawa ruchu I

Moment sity zalezy od kata skrecenia preta ¢:

M = —£¢

¢ - wspotczynnik “sprezystosci”
moment sity ma znak przeciwny do skrecenia

dL d d?
w40

M = -— = — = —
, dt dt dt2
d<¢ §

= — = — =
dt2 I¢

rownanie oscylatora harmonicznego.
Czestosc drgan:

I \/Zi m;r? 2ry/m

A.F.Zarnecki

Wyktad XII
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Moment bezwladnoSci I

Przyspieszenie katowe w ruchu bryly sztywnej zalezy nie tylko od masy catkowitej,
ale takze od jej roztozenia wzgledem osi obrotu.

Rozktad masy wzgledem wybranej osi obrotu
(najczesciej przechodzacej przez srodek masy, ale nie koniecznie)
opisuje moment bezwtadnosci

I =) m; TJ2_2'

w przypadku ciggtego rozktadu masy - caikza po objetosci:
I = /dV P ri

Dla ciata jednorodnego (p = const = %):

M [dV r?
I = —/dV 2 =M L = M2
T [dv (r1)

gdzie <7ﬁ> - Sredni kwadrat odlegtoSci od osi obrotu

A.F.Zarnecki Wyktad XII 18



Moment bezwladnoSci I
2

Stosunek m. bezwitadnoSci do masy zalezy od ksztattu i rozmiarow ciafa: ﬁ = (r{)

Obrecz (pusta w Srodku)  obrot wokét osi symetrii

Wszystkie punkty rownoodlegte od osi:
(ri) = r? = I, = M 72

Obrét wokot Srednicy
0S obrotu - 0§ X, Srednica prostopadta do osi obrotu - 0§ Y

4y’ =7 0 (5% = (y°)
1 1
= (r]) = () = §7°2 = I = EMTQ

Sfera  (powierzchnia kuli)  obrét wokot osi symetrii

|
—~
<
N
~
|
—~
'\
N
~

$2—|—y2—|—22 — ?"2i<$2>

2
= (r{) = <$2—|—y2>=§r = I =_-Mr

A.F.Zarnecki Wyktad XII 19



0S

Moment bezwladnoSci I

Koto  (krazek) obrot wokot osi symetrii

Koto = suma wielu obreczy = Srenia po powierzchni:

12
ry) = = —— [ r“-2mrdr = — —r" = —r
1) S r2 wr2 4 2
1
= I, = EM?“2

Podobnie mozna wyznaczyc¢ I dla innych bryt:

Prostokat = I, =45 M (a® +b?)

Pret = I1=3MI?

Obrot wokot osi prostopadtej , przechodzacej przez srodek.

Kula  (ednorodna) = I=32Mr?

A.F.Zarnecki
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Moment bezwladnoSci I

Twierdzenie o osiach rownolegtych

Zazwyczaj liczymy moment bezwltadnosci wzgledem osi
przechodzacej przez Srodek ciezkosci S
(wszystkie podane przyktady)

Bryta moze jednak wirowacC wokot dowolnej osi...

Moment bezwiadnosci wzgledem osi rownolegtej 0,
odlegtej o h od osi S: (XY: uktad Srodka masy)

rio = (zi +h)>+y7 = h® 4 2ha; +rig
IO = ZmiTgO == hQZmz —|— th m;xy —|— Zmifr,ﬁg
= Iy = Ig + Mh?

Twierdzenie Steinera

A.F.Zarnecki Wyktad XII 21



Prawa ruchu I

Rownia pochyta Staczanie po rowni pochytej symetrycznej bryty
(obrecz, walec, kula...) bez poslizgu:

T=r¢ = a=rec

Ruch postepowy (wzdtuz rowni):

=
~L

/

ma = @ sinf — T

Ruch obrotowy (wzgledem Srodka masy):

~JX Je = Tr

Eliminujac site tarcia:

I
ma -+ Rl mg Sin 6
r
Sin @
— a = g 7
1+mT2

Im wiekszy moment bezwtadnosSci, tym wolniej stacza sie ciato...

A.F.Zarnecki Wyktad XII 22



Prawa ruchu I

Réwnia pochyta Zagadnienie mozna rozwigzaC w sposob réwnowazny
korzystajac z chwilowej osi obrotu i twierdzenia Steinera

Réwnanie ruchu obrotowego wzgledem chwilowe] osi
obrotu (linia styku bryty z rownig):

=
~L

/

Ibe = Qsing-r

Z twierdzenia Steinera:

\Z( IO:I—I—mr2

Otrzymujemy:

mg Sin 6 r2
Io
mr2 g siné
mrd 4+ 1

A.F.Zarnecki Wyktad XII 23



Rownia pochyta

Rura

— g siné

Prawa ruchu I

Walec

2
— g Sin@
39

1
— szybciej
3 Yy J

A.F.Zarnecki

Wyktad XII
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Prawa ruchu I

Réwnanie matych drgan bryty sztywnej, wokot osi obrotu O
przechodzacej w odlegtosci I od Srodka ciezkosci S:

Wahadto fizyczne

Ipe = —mgsing-l
d2
(I+m12) ﬁ ~ —mgl ¢

CzestoSc drgan (réwnanie oscylatora harmonicznego):

mgl g
I+mi2  \i(1+4 L)

. =1(1+ #) - diugoét zredukowana wahadta

dlugosc wahadta matematycznego o tej samej czestoSci

A.F.Zarnecki Wyktad XII 25



Wahadto fizyczne

O

Prawa ruchu I

Réwnanie matych drganwokot osi obrotu O:

d
Ipe = —Mdgsin¢—m§gsin¢

{

2 ]. 2 d2¢ ™m
(Md +Zm d) 5o~ —(M+D)dg o

CzestoS¢ drgan:

M+ 1
— 9. —I—%m -~ Q.<1_|__ ﬁ)
[\ M+ 3m l 12 M
L M—I—%m - 1 m
lz_dM—I—%m Nd'(l E'M)
- dtugos¢ zredukowana wahadta (m < M)

A.F.Zarnecki

Wyktad XII



Energia

Energia ruchu obrotowego
Energia kinetyczna uktadu ciat:

M V23
E, = Ef + QCM
Bryta sztywna: energia “wewnetrzna’=- energia kinetyczna ruchu obrotowego
1 1 1 1
Ef = = v = = (r,w)? = Zw?’l = —wl
o 5 zz:mzvz 5 Z;mz(rZ W) 5 w 5
= Cialo toczace sie bez poSlizgu: v =wr
I 2 2 2
T~ V» B, = M n Tw _ v <1+ 1
2 2 2 mr?

m (1 - #) - efektywna masa bezwtadna
przy niezmienionej masie grawitacyjnej

)

A.F.Zarnecki Wyktad XII
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Rownia pochyta

Q.
-~

/

Energia I

Predkosc jaka uzyska ciato staczajgce sie bez poSlizgu z
rowni o wysokosSci h. Z zasady zachowania energii:

1 I
mgh = Emfv2 (1 -+ )

mr2
2gh
v o= 7

m

Przyspieszenie  predkos¢ Srednia (v) = Lo
V2 2gh _ 9 sin 6
20 2(1+-L) 1+

’)7’2/)“2

I
mr2

A.F.Zarnecki
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Energia

Koto Maxwella
Koto o promieniu R “toczy sie” po 0si 0 promieniu r.

Jak w przypadku rowni pochyiej 0 = g

r
| R a = J 7
l _l_ m’r‘2
obrecz: I = mR?
mg T2
L - 0= 9,3 <g

Przyspieszenie liniowe wielokrotnie mniejsze
od przyspieszenia w spadku swobodnym...

Energia potencjalna zamienia sie gtownie
na energie ruchu obrotowego.




Prawa ruchu

USciSlenie
Rozwazajac zagadnienie jednostajnie przyspieszonego ruchu
obrotowego zaktadaliSmy ze moment sity jest staly i nie zalezy od
o |. Jednak ciezarek tez porusza sie ruchem przyspieszonym:
ciezarek: ma = @Q — N
rotor: Ie = rN
Q - ciezar ciezarka, N - sita naprezenia nici.
Eliminujgc N = m(g — a):
I Ie = rm(g—re)
(I +mr?)e = mgr
mgr mgr
e = =
I + mr2 I

Bezwtadno$&¢ ciezarka efektywnie zwieksza moment bezwtadnosci rotora: I’ = I 4 mr?

Nigdy nie uzyskamy przyspieszenia wiekszego niz e,q: = %



Punkt materialny
ruch postepowy

e przesuniecie T
dx
redkos¢E U — —
e pre v 7t
rzyspieszenie ;=90
o a — —
Przysp I
e masa m
e ped P = mvu

e ukiad izolowany p = const

Porownanie I

Bryla sztywna

ruch obrotowy (wzgledem osi symetrii !)

— kat obrotu

— predkoSc katowa

— przyspieszenie katowe

= moment bezwladnosSci

— moment pedu

— uktad izolowany

¢

d$
dt
dc

dt

0=

g =

~

gl
I
~
&l

]

— const

A.F.Zarnecki

Wyktad XII
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Porownanie I

Punkt materialny Bryla sztywna
ruch postepowy ruch obrotowy (wzgledem osi symetrii !)
» sita F — moment sity M
e rownania ruchu F =ma = réwnania ruchu M=1I¢

dt dt
» praca W=/ﬁ-da? — praca W= [ M- d¢
e energia kinetyczna F; = %va — energia kinetyczna E,. = %IwQ

Dla ruchu obrotowego wzgledem ustalonej osi, pokrywajacej sie z osig symetrii bryty !!!

A.F.Zarnecki Wyktad XII 32



Prawa ruchu I
Przyktad

Dwa klocki na rowni poruszajace sie bez tarcia, potaczone niewazka nicig
przerzucona przez wazki bloczek o momencie bezwitadnosci |.

Powierzchnia rowni jest wiezem, ktory
ogranicza ruch klockow do kierunku
rownolegtego do powierzchni rowni.

Mozemy zredukowaC problem do ruchu
jednowymiarowego.

W przypadku wazkiego bloczka, jesli
uktad nie jest w rownowadze, sily
naprezenia moga by¢ rézne!

N1 #= N

A.F.Zarnecki Wyktad XII 33




Prawa ruchu I

Rownania ruchu;

Przyktad

Ma = QY — Ny = Mgsing— Ny
NQ—ngNQ—mgsina

ma

Ie = IS = Nyr— Nor
r

Uktad trzech réwnanh 2z trzema
niewiadomymi (a, N1 i No).

Dodajemy stronami dwa pierwsze i pod-

Wybieramy dodatni kierunek przyspieszenia stawiamy Nj — N z trzeciego.

jak na rysunku. Przyspieszenia ciat: Otrzymujemy:
Msin 3 —msina
M +m+ 45

al] —a» — a ET — a a = ¢

nierozciggliwa nic nie Slizga sie po bloczku

A.F.Zarnecki Wyktad XII 34



Rownowaga

Bak

Zasada zachowania mementu pedu

Jesli zapewnimy znikanie momentow sit to

kierunek momentu pedu pozostanie staty

niezaleznie od dziatajgcych sit i ruchu postepowego
— efekt zyroskopowy

Bak wirujgcy wokot pionowej osi jest w rownowadze.
Momenty dziatajgcych sit sg rowne zero (wzgledem S i O)
= moment pedu jest staty
—> orientacja osi obrotu jest stata (bak symetryczny)

—

L = &I = const

Czy jest to rownowaga trwata?

A.F.Zarnecki
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Moment sit

Bak

Gdyby bagk nie wirowat (. = 0) to ustawienie pionowe
bytoby stanem rownowagi nietrwatej.

Wychylenie z tego potozenia powodowatoby powstanie
wypadkowego momentu sit oraz niezerowe] sity wypad-
kowej, ktore powodowatyby wywrocenie baka.

Moment sity ciezkosSci wzgledem punktu podparcia O:

—

M = Rx mgqg

M = mgR sinf
R - odlegtoSc Srodka ciezkosci od punktu podparcia
0 - kat odchylenia osi od pionu

Moment sity M skierowany jest prostopadle do osi baka...

A.F.Zarnecki
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Precesja
\ Z A

W L
O\

)

>
g1\
Y

X

Bak

W przypadku gdy bgk wiruje, przytozony moment sity
powoduje zmiane catkowitego momentu pedu:

i o= b
dt
Wektor momentu pedu pokrywa sie z osig obrotu
Lol R
natomiast wektor momentu sHy jest do niej prostopadty
M = mR x g L R

— wartoS§€ momentu pedu nie ulega zmianie

dL
dt
— kierunek momentu pedu zmienia sie = precesja



Precesja I

W przedziale czasu At moment pedu zmieni sie o:

(0}
(@)

Czesto

AL = M At = mRg sin9 At
Spowoduje to obrot poziomej skltadowej Lo kat
AL mRg sin 6

Ap = _ = , At
L sin@ Lsind

— czestos¢ z jaka wektor I bedzie zakres$lat stozek:
26 _ mRg

Wy =
YN L
— czesto SC precesii

CzestoScC precesji maleje ze wzrostem momentu pedu (czestosci ruchu wirowego bagka)

A.F.Zarnecki Wyktad XII 38



Zyroskop

Rownowaga

“Waga”: ciezar zyroskopu jest zrobwnowazona
przez odpowiednio dobrane ciezarki.

Jesli zyroskop jest w réwnowadze przy L = 0
to bedzie takze w réwnowadze dla L # 0

Jak zachowa sie zyroskop gdy zwiekszymy
lub zmniejszymy “przeciwwage” ?

A.F.Zarnecki Wyktad XII 39



Zyroskop

Precesja

zwiekszone obcigzenie zmniejszone obcigzenie
(przypadek baka)

zgodnie z ruchem wskazowek zegara

(patrzac os gory) . ,
przeciwnie do ruchu wskazowek zegara
mrqg

CzestoScC precesjiwy, = ¢ = proporcjonalna do dodanej/brakujacej masy

A.F.Zarnecki Wyktad XII 40



Zyroskop

Paradoks ?

Nie wirujacy bak wychylony z potozenia réwnowagi L = O
lub nie zréwnowazony zyroskop L = 0 = wywracaja sie

Natomiast jesli L # O to bak i zyroskop podlegaja preces;ji
= nigdy sie nie wywrdca (zaniedbujac sity tacia).

Czy jest to stuszne dla dowolnie matych wartoSci L7

Z doSwiadczenia wiemy, ze nie !
Wirujacy bak wywraca sie zanim predkoS¢ kagtowa jego ruchu wirowego spadnie do zera.

Nasze rozwazania precesji nie byly Sciste
= dla matych momentéw pedu musimy uwzglednic dodatkowe efekty...
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Zyroskop

Precesja

Niech moment pedu zrobwnowazonego
zyroskopu wynosi L.

Co sie dzieje gdy zdejmiemy jeden ciezarek ?

Wartosc¢ catkowitego moment pedu nie ulega
zmianie, gdyz moment sity ciezkoSci jest
prostopadty do L.

Obrot zyroskopu z czestoscia w, wzgledem pionowej osi = moment pedu Ep = wp Ip.
Aby catkowity moment pedu nie ulegt zmianie, 0S zyroskopu musi sie nachylic o kat:
N & __mrglp
L L2
Duze L = 6 — O ( Lp mozna pominac) Mate L = zyroskop/bgk wywraca sie...

0
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Zyroskop

Nutacja

ldealna precesja, gdy koniec ramienia zy-
roskopu porusza sie ruchem jednostajnym
po okregu, zachodzi tylko przy szczegolnym
wyborze warunkow poczatkowych.

W ogolnym przypadku na precesje naktadaja
sie oscylacje ramienia zyroskopu wokot
potozenia “stacjonarnej precesji” = nutacje.

Charakter tych dodatkowych oscylacji zalezy od warunkow poczatkowch.
Zazwyczaj sa mato widoczne i zanikaja w czasie (ttumienie).

Ich amplituda rosnie dla matych wartosci L
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