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Zyroskop

Rownowaga

“Waga”: ciezar zyroskopu jest zrobwnowazona
przez odpowiednio dobrane ciezarki.

Jesli zyroskop jest w réwnowadze przy L = 0
to bedzie takze w réwnowadze dla L # 0

Jak zachowa sie zyroskop gdy zwiekszymy
lub zmniejszymy “przeciwwage” ?

A.F.Zarnecki Wyktad XIII 1



Zyroskop

Precesja

zwiekszone obcigzenie zmniejszone obcigzenie
(przypadek baka)

zgodnie z ruchem wskazowek zegara

(patrzac os gory) . ,
przeciwnie do ruchu wskazowek zegara
mrqg

CzestoScC precesjiwy, = ¢ = proporcjonalna do dodanej/brakujacej masy
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Zyroskop

Precesja

Niech moment pedu zrobwnowazonego
zyroskopu wynosi L.

Co sie dzieje gdy zdejmiemy jeden ciezarek ?

Wartosc¢ catkowitego moment pedu nie ulega
zmianie, gdyz moment sity ciezkoSci jest
prostopadty do L.

Obrot zyroskopu z czestoscia w, wzgledem pionowej osi = moment pedu Ep = wp Ip.
Aby catkowity moment pedu nie ulegt zmianie, 0S zyroskopu musi sie nachylic o kat:
N & __mrglp
L L2
Duze L = 6 — O ( Lp mozna pominac) Mate L = zyroskop/bgk wywraca sie...

0
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Moment pedu

Do tej pory rozpatrywaliSmy wytgcznie ruch obrotowy wzgledem ustalonej osi.
Naogo6t byta to 0§ symetrii bryly, lub 0§ do niej rownolegta.

W ogolnym przypadku problem jest bardziej skomplikowany

Przykitad - dwa wirujace cigzarki

Ciezarki w jednej ptaszczyznie | osi Ciezarki rozsuniete wzdtuz osi obrotu

‘ L

O$ obrotu jest osia symetrii L | & OS obrotu nie jest osig symetrii = EJJ( W

Lz' = myTr; X U; 1 T;




Moment pedu I
Przyktad I

Dysk wirujgcy wokot osi nachylonej do osi symetri

PredkoS¢ katowa mozemy roztozyC na Moment pedu dysku
L, + E||

. 1,
— Ii(wi —|— EwH)

skitadowag rownolegta i prostopadia
do osi symetrii

L

—

w:cﬁi—l—u—}”

Moment bezwtadnosci dysku: (wyktad 12)

I L2 I L2 I
= —mr = —mr° = —
L7 5 I 4 ot
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Moment pedu I

W ogolnym przypadku bryta sztywna moze nie mieC zadnej osi symetrii.

Jak wtedy wyznaczyC moment pedu, znajac predkosc katowa & ?

Zdefinicji momentu pedu: Z definicji bryly sztywnej:
0
Otrzymujemy:
L=Ymix@xi) = Y mdrg—7 o)
i i

—

korzystamy z tozsamosci wektorowej: A x (§ X 5) = B (E- 5) —C (E- E)

Kierunek L zalezy od kierunku & jak i potozeh poszczegélnych elementéw bryty 7.
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Moment pedu

Rozpisujgc na sktadowe:

ri = (@i, ¥ %) G = (Wpwy,wz) = TGO = zwe +ywy + 2wz

Otrzymujemy (na przyktadzie L.):

Ly = > m, [wx 7“2-2 — x; (xjwz + yiwy + zzwz)}
1

_ 2 2
= wx—Zmi(ri —x7) — wy—Zmi TiY; — wz—Zmi X;Z;

L, zalezy w ogo6lnosci od waszystkich skladowych predkosci katowej !
Podobnie:

> 9
Ly —wr Y myxy; + owy > mi(rf —yr) — we Y m; Yz

2 2
—wx-Zmi T;2; — Wy‘zmi yiz; + WZ'Zmi(Tz' _Zz')

1

L
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Tensor momentu bezwtadnosci I

Wyrazenie na sktadowe L mozemy zapisaC w postaci macierzowej:

( Ly \ ( Zmi(r,? - a:,LQ) — > my; z;y; — > m; x;z; \ ( Wy \

L= |Ly | = —mizy;  Smi(r—y?) =X m; iz | wy

\ Lz / \ X mimiz —Ymiyiz Smi(f —z7) )\ we )
_)

L — T - &

tensor momentu bezwtadnosSci

Sktadowe tensora - wspotczynniki bezwtadnosci ogolna postac (u,v = x,v, 2)
( Inw Izy Iz \ Ly = Z”%‘(fsuv 7“z'2 — Uv;)
- lub
I = I I I
e T Lyjw = /de('F’)(dwU r2 — V)

K Lox lzy Iz _
delta Kroneckera: 04y = 1 dlau=v 1| O dlau #v
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Tensor momentu bezwtadnosci I

Przyktad
Cztery masy rozmieszczone w rogach szescianu:
v A
a M Tensor bezwtadnoSci
0/./
= [ 2 -1 0)
P S . 0 0 2,
Z
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Osie gtéwne I

W ogolnym przypadku wszystkie wspotczynniki bezwtadnoSci moga byc rézne od zera
(tensor symetryczny = 6 niezaleznych wielkoSci)

Okazuje sie jednak, ze w kazdym przypadku mozna tak obrocic osie uktadu odniesienia,
zeby elementy pozadiagonalne znikaty: (diagonalizacja tensora)

Ia:y:Ia:z:Iyz:Iya::sz:Izy:O

uktad taki definiuje nam osie gtowne bryty  (kierunki wlasne tensora)
Jesli bryla ma oS symetrii to bedzie ona jedna z osi gtdwnych !

= pozostaja tylko 3 wspoétczynniki diagonalne I, Iy, I.. (wartoSci wtasne)
E = (Lm, Ly, Lz) — (Igga’; W, Iyy Wy, IZZ CUZ)
Dla obrotu wokét osi gtéwnej L || @

np. & = (w,0,0) = L = (Ipzw,0,0) = [12&
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Przyktad

Osie gtéwne I

Cztery masy rozmieszczone w rogach szescianu:

v A

<

=<V

Tensor bezwtadnosSci

100
I =030/ Md?
002

Z Osie X', Y’ i Z sg osiami glownymi I:
e 0§ X' - najmniejszy moment bezwtadnoSci
e 0S8 Y’ - najwiekszy moment bezwtadnoSci
e 0S Z - poSredni moment bezwtadnoSci
A.F.Zarnecki Wyktad XIII 11



Osie gtéwne

7
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Osie gtowne

W przypadku bryly wirujacej swobodnie (stata wartos¢ L)
stabilny ruch obrotowy (staty kierunek wektora &) mozliwy jest
tylko wokot osi gtdwnych o najwiekszym i najmniejszym momencie bezwtadnoSci

OS o najwiekszym I OS o posrednim [ OS o0 najmniejszym [

7
/
7] f -

obrot stabilny obrot niestabilny obrot stabilny



Osie gtéwne I

Energia kinetyczna w ukfadzie osi gtbwnych

1 - 1
Jesli natozymy wiezy narzucajgce obroét ciata ze stata predkoscia katowa &
to przyjmie ono utozenie odpowiadajace maksymalnej energii kinetycznej
= obrot wokét osi 0 najwiekszym momencie bezwtadnoSci

— maksymalna warto§¢C momentu pedu
Wirujacy dysk Wirujacy pret

( F el ( L U
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Osie gtowne

Wirujacy tancuszek
Przybiera ksztatt obreczy AVp —

odpowiadajgcy maksymalnemu momentowi bezwtadnosci <~
= maksymalnej wartoSci momentu pedu

= maksymalnej energii kinetyczne]

W uktadzie obracajacym sie

Sita odSrodkowa dazy do rozmieszczenia masy jak najdalej od osi obrotu.

Stabilny jest stan odpowiadajacy minimum energii potencjalnej (sity odsrodkowe))

. 1
F, = my wQ’F’u = EB,; = 5 m; w2 ri
1 1
Ep — ZEp,i — —EwQZmi ’I“%_ — —szf — _Ek
7 7

Minimum energii potencjalnej odpowiada maksimu energii kinetyczne,.

W uktadzie laboratoryjnym = masa “oddala sie” od osi zgodnie z zasadg bezwtadnoSci



Mechanika ptynow

Plyn
Substancja, ktéra moze dowolnie zmieniac swoj ksztatt w zaleznosci od naczynia,

w ktorym sie znajduje, a takze swobodnie sie przemieszczac (przeptywac)
pod wptywem przytozonych sit (ciSnien).

W tej ogolnej definicji do ptyndw zaliczamy zarowno ciecze jak i gazy!

Mikroskopowo ptynem nazwiemy substancje, ktorej molekuty moga swobodnie
przemieszczac sie wzgledem siebie (w odréznieniu od molekut w krysztatach).

Przy czym w cieczach molekuty pozostaja zwigzane wzajemnymi oddziatywaniami,
a w gazie nie sa ze soba zwigzane.
Ptyn doskonaty (idealny)

Plynem doskonalym nazwiemy ciecz nieScisSliwg, w ktdrej nie wystepuja opory ruchu
(poza bezwtadnoscia cieczy).



Pojecia podstawowe I

Gestosc
Definiujemy jako stosunek masy do objetosci (tak jak dla ciat statych):
, Am
p = lim ——
AV—0 AV

W przypadku ptynu doskonatego p = const. W ogolym przypadku p = p(x, vy, 2, t).
PredkosSc przeptywu
Definiujemy jako granice Sredniej predkosci niewielkiej

objetosci ptynu. Am —
A—)

7 = lim —Z =

AV—0 Am s v

W ogolnym przypadku, takze dla ptynu doskonatego,
zalezy od potozeniai czasu: v = v(xz,y, z, t).

Przeptyw stacjonarny: niezalezny od czasu, v = v(x, vy, 2)

\
'
¥
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Pojecia podstawowe I
Réwnanie ciggtosci

W przypadku przeptywu stacjonarnego, zmiana pred-
koSci przeptywu wzdtuz lini pradu wigze sie ze zmiang
przekroju poprzecznego: przeptyw masy przez kolejne
powierzchnie musi byc taki sam

Si1vip1 = Sovppo

Dla ptynu idealnego:
Sv = const
Cisnienie
Sita dziatajgca na jednostke powierzchni elementu
ptynu ze strony ptynu lub Scianek naczynia

I3
AS
A.F.Zarnecki Wyktad XIII
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Statyka

Prawo Pascala

Sformutowane w potowie XVIlw. przez Blaise’a Pascala

Jezeli na ciecz lub gaz w zbiorniku zamknietym wywierane
jest ciSnienie zewnetrzne, to ciSnienie wewnatrz zbiornika jest
wszedzie jednakowe i réwne ciSnieniu zewnetrznemu.

Prawo to obowigzuje w przypadku statycznym (ptyn nie porusza
sie). Nie uwzglednia tez wplywu oddziatywania grawitacyjnego
(ciSnienienia hydrostatycznego).

Prasa hudrauliczna

Przykiad wykorzystania prawa 51—-L
Pascala
R R 2l ¢
p = —+ = 22
Sq So
—>

S2— [

F2 = (S2/S1)F1

T
T

A.F.Zarnecki Wyktad XIII
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Statyka

Cisnienienie hydrostatyczne

Szczegolnym przypadkiem oddziatywania na ciecz
jest pole grawitacyjne Ziemi. Na element o
powierzchni AS znajdujacy sie na gtebokoSci h
wywierane jest zewnetrzne ciSnienie pg oraz do-
datkowy nacisk stupa cieczy

N=AQ = pghAS

Catkowite ciSnienie na gtebokosci h wyniesie wiec:

p = pgh+po

Po

\

A

S




Statyka

Sita wyporu

Prawo Arhimedesa wynika wprost ze wzoru na
ciSnienie hydrostatyczne. Dla prostopadloScianu za-
nurzonego catkowicie w cieczy o gestosci p:

W=N{—N> = pg(h+Ah) AS—pghAS
pg Ah AS
= pgV

gdzie V jest objetoScig ciata, czyli objetoscia
wypartej cieczy.

Sita wyporu jest rowna co do wartosci ciezarowi
cieczy wyparte] przez ciato (ale przeciwnie
skierowana)

—

W = —pVg

Po




Statyka

Sita wyporu

Rozwazmy naczynie z cieczg, do
ktorego wkiadamy cialo o gestoSci
mniejszej od gestosci cieczy.

Nowa wysokoSc¢ cieczy w naczyniu gl

(h+ AR)S = hS+ zAS

Zanurzenie x wynika z sity wyporu

gprAS = @

Nacisk cieczy na dno naczynia po wiozeniu ciata wyniesie

N=gp(h+ Ah)S = gphS+gpxzAS = gphS + Q

Nacisk zwieksza sie doktadnie o ciezar ptywajgcego ciata.



Przeptyw ptynu

Plyn idealny
Dla ptynu idealnego nie wystepuja opory ruchu - przeptyw odbywa sie bez strat energii.

Ptyn idealny jest tez nieScisliwy - nie zmienia sie jego energia wewnetrzna (pomijamy zmi-
any temperatury). Mozemy wykorzysta¢ zasade zachowania energii do opisu przeptywu!

Rozwazmy objetoSC ptynu ograniczong powierzch-
niami S 1 So. W czasie At przesunie sie ona

odpowiednio o Al Al
el 37,
Al] = v1 At Al = vo At p, S, V,
S,

Praca sit ciSnienienia dzialajgacego na rozwazang
objetoS¢ ptynu wyniesie
— plAV — pQAV
gdzie z réwnania ciggtosci: S1 Al = Sy Aly, = AV



Przeptyw ptynu

Jesli przeptyw jest stacjonarny to zmiane energii kinetycznej wybranej objetosci cieczy
mozemy policzyC zawazajac, ze po czasie At objetoS¢C AV poruszajgca sie z predkoscia
U1 zastepuje objetoS¢ AV poruszajgca sie z predkoscig vs

Al Al
2 p) 2= P
AV pvs AV pug S, Vv,
AE, = — PV
2 2 S, "
Zmiana energii kinetycznej wynika z pracy
wykonanej przez sity ciSnienia
AV pvs AV po?
AW, = plAV — po AV = 2'0 2_2V P _ AR,
2 2
dzielac przez AV p1—po = P;Jz — '0;1
Ale powierzchnie S1 i S5 mogliSmy wybra¢ dowolnie. Musi wiec by¢ spetnione
2
p+ PY  — const

2



Jesli przeptyw odbywa sie w polu grawitacyjnym
g to dodatkowo trzeba uwzglednic zmiane energii

potencjalneyj:

AE, = AVpgy—AVpguyr

Z zachowania energii mamy wtedy:

AW, = AE, + AE,

Co prowadzi do ostateczneg wzoru:

2

P = const

U
p + pgy + 5

zwanym prawem Bernouliego

Prawo Bernouliego I

A.F.Zarnecki

Wyktad XIlI
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Prawo Bernouliego I
Przyktad

Z jaka predkoscig wyptywa ciecz z naczynia, jesli otwor
znajduje sie h ponizej poziomu cieczy? o

Po

P

Stosujac prawo Bernouliego do punktow A i B: gl
2 h

P i
p + > : v

Tak jak przy spadku swobodnym lub wahadle!  Zaniedbujemy opory!

po + pgh

]
J

— v

Dysza Venturiego

Przyrzad stuzacy do pomiaru predkosci cieczy
lub gazu

p.o oy p? (A1)
P = pg S —v1) == ( A2>
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Ruch w osrodku I

Prawo Bernouliego ttumaczy takze powstawanie sity nosnej w przypadku ciat
(na przykfad skrzydta samolotu) poruszajgcych sie w oSrodku.

Sita noSha

CiSnienie jest mniejsze w obszarze wiekszych predkosci optywania (p + % = const)
= ciato jest “wciggane” w obszar wiekszych predkosci

Ale mozna na to spojrzec€ tez z punktu widzenia praw Newtona! Sita noSna jest sitg
reakcji! Ciato wymusza zmiane kierunku ruch czasteczek oSrodka, pcha go “w dot"...

A.F.Zarnecki Wyktad XIII 27



Ruch w osrodku I

Walec wirujacy w przeptywajgcej poprzecznie
do osi obrotu cieczy lub gazie.

Zjawisko Magnusa

zgodne kierunki predkoSci:

= predkoSc przeptywu wzrasta

= przyspieszenie doSrodkowe rosnie
= ciSnienie maleje

przeciwne kierunki predkoSci:

= predkoSc przeptywu maleje
= przyspieszenie dosrodkowe maleje
\/ — ciSnienie wzrasta

X = wypadkowa sita nosna I L @

A.F.Zarnecki Wyktad XIII 28




Lepkosc

Ciato poruszajgce sie “tarcie wewnetrzne” pomiedzy warstwami cieczy
po powierzchni cieczy: poruszajgcymi sie z roznymi predkosciami.

—

iv F Formuta empiryczna:
A — - . v S
— Fr, = —wyn—
: — L v
! > gdzie: v - predkos¢ ciata
_ _ S - powierzchnia styku z ciecza
Warstwa cieczy przylegajaca do d - gtebokos¢ naczynia
Clata porusza sie wraz z nim. n - wspotczynnik lepkosci

Warstwa cieczy przylegajgca do
dna spoczywa.
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Lepkosc

Typowe wartoSci: LepkoSc cieczy maleje z temperaturg
LepkoSC gazow roSnie z temperaturg
eter 0.0002 Ns/m?
woda 0.001  Ns/m? 1500 CiECA
gliceryna 1.5 Ns/m? o 250 ______“d;
mi6d 500. Ns/m? E]::: - ====CO, \
wodor 0.000009 N's/m?2 % 500
powietrze  0.000018 N's/m?2 = g50}—f— 1 -
tlen 0.000021 Ns/m? 085 075 085 095 108

wigledna temperatura 7/7}
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Ruch w osrodku I

Sity jakie dziataja na ciato poruszajace Z analizy wymiarowej.
sie w oSrodku mozemy podzieli¢ na:

Opor czotowy

_ . Fy = —iy —prQS wzér Newtona
e site oporu czotowego Fo T| v 2
gdzie: wv - predkoSc¢ ciata
S - powierzchnia poprzeczna
p - gestosc cieczy
C' -bezwymiarowy wspotczynnik zalezny od
ksztaltu ciata, jego orientacji wzgledem v
oraz bezwymiarowej kombinacji parametrow:

o sitenosna Fy L@

vip

Ui
Re - liczba Reynoldsa, [ - wymiar poprzeczny

Re =

O.Reynolds (1883): skalowanie przeptywdw cieczy

A.F.Zarnecki Wyktad XIII 31



Ruch w osrodku I
Opor czotowy

Dla ciata kulistego i Re < 1 Wyniki pomiaréw wspoétczynnika C dla kuli:
istnieje Sciste rozwigzanie problemu:

(G.Stokes 1851) . |
- 100 -
24 1
c = = £
Re 5 10
B, = —o7mnr v g
4

sita oporu proporcjonalna do v 4 i on,
C~lgpos| ] T ¢ T
0,06
i o 107 107 10 10 10 1o 107 10°
W obszarze duzych wartoSci Re liczba Reynoldsa, Re
C =~ const mate predkosSci duze predkoSci

Fo ~ 'U2

A.F.Zarnecki Wyktad XIII 32



Ruch w osrodku I

Predkosc graniczna Réwnanie ruchu kuli spadajacej w cieczy (Re < 1)

ma = mg — mpg — 6TNrU

Rozwigzanie (ruch w pionie):

§)
™nr t>

v(t) = wvgr + (vg— vgr)exp (— —

>

vgr - predkoSE graniczna'
A.F.Zarnecki Wyktad Xl 33




Ruch w osrodku I

PredkoSc graniczna ZaleznoSc od ksztattu
Dla kuli spadajacej w cieczy (Re < 1) Kula:
S 2 7"29(/0 — pp) Fy = —6x nr v
ar — qa
9 n ~ —18.8nrv
droga przebyta w powietrzu Dysk (J_ qj’)
0 S0 100 200 400 600
6o - f.r | Fy = —16 nr v
£
a
.E ETp - =2\ .
: Dysk (|| 7):
5 , 32
i oa0F Fo = ——nro
E'"— spadanie cxlowicka
o owysckosel 1AM m
L ma e e, .r.
u 5 L

iy ::il:'-:':.'r:i'.u. w sekundach
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