Fizyka | (mechanika), ¢éwiczenia, seria 1

Uktad wspotrzednych na ptaszczynie.

Zadanie 1

Odcinek o statej diugmi porusza si tak, ze jego
punkty kacowe A i B slizgaja sie po osiach
odpowiedniox i y pewnego prostatnego ukiladu
wspotrzdnych. Jaki tor zakéa punktM dziebcy

odcinekAB w stosunkua:b? jaki ksztatt ma tor dla a=b?

Wektory, wspoétrzedne, operacje na wektorach

Wielkosci wystepujace w przyrodzie

maozemy podzielt na: R
- skalarne, to jest takie wielkai, ) -

ktGre potrafimy opisa przy .

pomocy jednej liczby (skalara)j,

np. masa, czy temperatura.
+ wektorowe, czyli wielkéci,

ktore charakteryzujemy podaj

ich warta¢ oraz kierunek (np.

predkosé, ped, sita). » . ,-;"

Historycznie pajcie wektora ™ "
wywodzi Sk z przemieszczenia A A
Opisupc przemieszczenie jakiego lustraci " . . R . biekt
obiektu, nie wystarczy poda llustracja pogcia przemieszczenia. ieszenie obie ,u‘
wielkos¢ tego przemieszczenia (np. punktu A do punktu .B mma opisa za pomog wektora, ktor
100 m) lecz réwnizjego kierunek - graficznie symbolizuje sistrzatlg.

np. obiekt przemigit sic 0 100 m. w kierunku pétnocno-zachodnim. Na rysutkzaprezentowaney s
dwa punktyA i B. Przemieszczenie obiektu z puni&uwo punktuB mozna wyrazé symbolicznie przy
pomocy strzatki, ktorej poarek umieszczony jest w punkci®, za& grot w punkcieB. Kierunek
wskazywany przez strzatkokresla kierunek przemieszczenias biektu, za dilugas¢ strzatki wyraa
wielkos¢ przesungcia. Wielkdsci, ktére zachowuj sie jak opisane powxej przemieszczenie, hazywamy
wektorami.

Graficznie wektory przedstawiane za pomog strzaiki, pisac je natomiast maemy wy¢ pogrubionej

czcionki, np.a lub tez rysowa strzatke nad litera symbolizgpa wielkos¢ wektorows, np: 4. Czsto

interesuje nas tylko warté (dtugas¢) wektora, ktég oznacza siw nas¢pujacy sposoba, a lub |‘1|.

. L . . B
Rownosé wektorow.

Na rysunku obok zaprezentowano trzy wektory.
Wszystkie wektory maj te samy dlugac, B
kierunek i zwrot, ilustry zatem to samo B

przemieszczenie.

Z powyzszego rysunku wynika rownigze
rownolegte przesuncie wektoréw nie zmienia
zawartej w nich informacji.




Pojecie wektora i drogi. B
Chocia pojecie wektora wywodzi §i z opisu przemieszczenia

obiektu, droga przebyta przez obiekt oraz jego pieszczenie mag \(

by¢ zupetnie inne co zilustrowano na rysunku obokidCporuszajc ~

sie z punkt A do punktu B mi@ poruszésie pod drodze zaznaczonej

kolorem czerwonym lub niebieskim. Obydwie drogirézne, chocia

odpowiadaj takiemu samemu przemieszeniu.

Mnozenie wektoroéw przez skalar.

A
- >

> B=-3-4
— 4 <

)
I
w
=l

W wyniku mnaenia wektorad przez liczlg A powstaje wektor o tym samym kierunkd razy
wickszej diugdci: B = 4- A Zwrot wektora zaley od znaku skalara.

Dodawanie wektorow. B e C
Wektorow nie mana dodawé w sposéb algebraiczny. Na
rysunku poniej zaprezentowano przemieszczenie obiektu .
z punktuA do punktuB (wyrazone przez wektoriE) oraz AB
dalsze przemieszczenie tego obiektu z puisktio punktu yTe
C (opisane wektorem BC, Wypadkowym
przemieszczeniem jest przesiaie st obiektu z punkttA
do C. Mozemy zauway¢, ze: A
5] + [B| + ic|
Zadanie 2.
Metody trojkata oraz metogiréwnolegtoboku dodaj do siebie wektory zaprezeatte na poriszych
rysunkach:

A

A B /
B

Odejmowanie wektoréw.

Odejmowanie wektorow nima zdefiniowa wprowadzajc

pojecie wektora przeciwnego. Wektor przeciwny d&twwea i N
A to wektor o tym samym kierunku i diugmn, ale o -4
przeciwny zwrocie.




Zadanie 3.
Metod; tréjkata oraz metogiréwnolegtoboku odejmij od siebie wektory z zadahia

Wektor jednostkowy.

Przy opisie wektora wygodnie jest wprowadZi
pojecie wektora jednostkowego (wersora), to jest wektor
o okr&lonym kierunku i dtugéci rownej 1. Na rysunku

obok zaprezentowano wekt&s o diugdci réwnej 1 i

kierunku réwnolegtym do wektorg.

Uktad wspétrzednych kartezjanskich.

uktadami wspotrgdnych. Poniej pokazano wektod w

Wektory najcgsciej] wigzemy

kartezjaiskim uktadzie wspotednych,

4

utworzonym
przez dwie prostopadie do siebie osie. W fizycesig®o
sie rowniez inne ukladu wspotednych (np. biegunowe

pewnymi

walcowe, sferyczne). Zastosowanie odpowiedniggiustracja do pajcia wektora i wektora
wspotrzdnych mae upracic opis | jednostkowego (wersor:
rozpatrywanego zagadnienia.

uktadu

Rozklad wektora na wektory skladowe.

>
axX

Ptaski uktad wspotrdnych kartezjaskich tworz dwie

prostopadie osie. Wspokdne wektora A mana
obliczy¢ zgodnie ze wzorem:

[ a, = |A|cos()
1 a, = | A| cos()

Z kolei mapc wspotrzdne wektora, mma okrsli¢ jego
diugai¢ i kierunek (rozumiany tutaj jakoak pomidzy
wektorem a 0giX):

[ Al = a2+

1 ¢ = arctan ° =

2

W danym uktadzie wspotednych wektor ména roziay¢ na sktadowe, czyli rzuty wektora na
osie ukfadu wspotednych, co bardzo e¢sto upraszcza dalsze roaazywanie danego problemu.
Operacje na skiadowych wektora ima bowiem wykonywa jak na skalarach. Na rysunku paaji

przedstawiono dwuwymiarowy uktad kartez&i, w ktorym wprowadzono dwa wersov%& i €

rownolegte do osi uktadu oraz roztmo wektord na dwie sktadowedx = a& orazb}- = be,,



Y4+ = ay 8y +ay -8, Rozktad wektora na skladowe w ptask
3 ukladzie wspétrgdnych kartezjaskich. Zapis
= e a,] wektora w tym ukladzie wspoékdnych jest
a, E=18,| =1 nasgpujacy:
A : ‘qzax_é'x_l_ﬂ}__é'}_
' lub
L | &4 il A= o, ay,.a]
ay€y A
¢
> —F
By X
axex

im

Majac wektory wyraone za pomagcwspotrzdnych, dodawanie ich mina zrealizowaw nas¢pujaco:
Jelic- A=a, 3 + ay &, | B=bZ + by &,

to C=A+B=a,8, +a, 8 + b2 +b, 8, =@, +b)2 + (a, +b,)&,

lub € =4 4B = [a,,a,]+ [b.,b,] = [a, + by,ay + by]

Zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa w ptaskim ukiadespotrzdnych kartezjaskich diugac¢ wektora

Wyraza sk przez:l‘ql =JeEta 3
Yy
Zadanie 4. 2] J
Na rysunku obok zaprezentowano dwa wektory. /
¢ Rozl& te wektory na sktadowe. 1
* Znajd katy jakie tworz z osi X. - - - o -
e Wyznacz dhugéé tych wektorow. B 1 X
* Dodaj wektory do siebie metga@lgebraicza i graficzry. 2.
Zadanie 5. Y
Z plazy wyrusza t6d wiostowo pod katemp=30 wzgledem brzegu.
Zaraz po odbiciu od brzegu bavptyneta w gesty mgke i przestala b§
widoczna. Kiedy ponownie ukazata ¢siobserwatorom, pomiary
wykazaty, ¥ znajduje si w odlegtéci d = 4km od miejsca wyptyacia d=4km
I kontynuowata rejs zgodnie z obranym kursem. Role jakie] -
odlegtcci od brzegu znajdowatacstodka, gdy wyptyeta z mgty oraz
jak daleko znajdowata ¢iw kierunku X od miejsca wyptyricia. @=30°
Oznaczenie osi wskazuje jej kierunek dodatni. Sqtareysunki. /
4
Zadanie 6. X

L 6dz z poprzedniego zadania, po przebyciu odlegytéd km,
zmienita kurs n@=60 wzgledem brzegu (osi X). Kursem tym phta przez kolejne 2 km, po czym
zatrzymata si. Oblicz w jakiej odlegtéci od miejsca rozpoezia rejsu zatrzymataetodz. Sporadz
rysunki.

lloczyn skalarny wektorow.

lloczyn skalarny wektorow oznaczamy jako B i jest zdefiniowany
nastpujaco:

A-B= Fl-lﬁl-cnsﬂ




gdzie:© to kat pomiedzy wektorami.

Jeili znamy wspotrzdne wektora w p}asklm uk}ad2|e kartergaim:
A—a e+n1‘ e} i B—be + b,

Y|

iloczyn skalarny mzemy policzy w nas@pujqcy: "B=a,-by+ay-b

+ lloczyn skalarny jest przemiennyd .B =B - A

« Jeli zapiszemy iloczyn skalarny w naptijacej postaci: i-B= Fl -cos® |§|

to mazemy zauwayg, iz |"T| - €050 jest diugdcia rzutu wektorad na wektorB .

» Jsli wektory g3 réwnolegte, iloczyn skalarny agja maksymala;lwartdé,*g' E = Fl . |§| -cos0 = l"_{l . |§|
» Jeli wektory 3 prostopadte, iloczyn skalarny jest rowny O: A-B= |"Tl . |§| cos90 =10

« W plaskim uktadzie kartezjgkim iloczyn skalarny wynosi : A-B=a, b, + ay - by

Zadanie 7.

Dane g dwa wektoryA = [33v3], B = [3,¥3]. Oblicz ich iloczyn skarlany dwoma poznanymi przez
ciebie sposobami.

74
Trojwymiarowy uktad wspotrz ednych kartezjanskich.

W przestrzeni tréjwymiarowej przgtio konwengg stosowania rinych
ukladow wspétrzdnych, meédzy innymi kartezjaskiego, pokazanegq
na rysunku obok. Wektoryysv nich wyraone za pomagtrzech liczb,
(wspotrzdnych) okrélajacych stosunek dtugoi rzutow wektora na
odpowiednie osie do dtuga wersoréw osi:

A=(a, a, a,), B=[, b, b,) Iub %
A=a, 2, +a, &, +a.8; | BE=bz, +b, €, +b g,

Analogicznie suma:

v

X

—&

C_A+B_a E.+ay,E,+ ae. +bE, +b, 8, +b. 2 =@, +b e, + (a, +b,)e, + (@ +b)z
-B=

£y
czy tez iloczyn skalarnyt - by +ay-by+a;-b;

lloczyn wektorowy.

—

lloczyn wektorowy wektorowd i B oznaczamy w nagpujacy sposob:C = A x B
Wynikiem mnaenia wektorowego dwdoch wektoréw jest wekfqrktorego:

o dlugaic jest réwna:lfl = |"1| . |§| . Sin(‘f’}, gdzie? jest mniejszym z4téw pomkedzy Wektoramﬁ [ B
» kierunek jest zawsze prostopadly do ptaszczyznynagzonej przez Wekto@ [ ﬁ,

» zwrot okrdlony jest tak, aby uktad tworzony przez wektﬁryﬁ iC byt uktadem prawosktnym.

Innym sposobem znalezienia iloczynu wektorowegbgbBczenie wyznacznika:

D
(o]
D!

Yy z

y Z:(aybz—ba)e (b.a, —ab)e +(ab -ba )eZ

y z

—

C=AxB=

oo o
o o
o o



Zadanie 8. A

Wektor 2 o diugagci 6 jednostek i wektoB o .
diugaici 10 jednostek tworz kat 30P. Wyznacz| ¢ =30

iloczyn Wektorowyf = AxB. Zaznacz kierunek i
zwrot wektoraC na rysunku.

Zadanie 9.

Poka, ze zachodzi réwni: AxBE=-BExA

Predkos¢ ciata w ruchu
jednowymiarowym.

Dla opisu ruchu ciala musimy pada
zbior  wielkasci, ktore pozwalag na
jednoznaczne okékenie potaenie tega ciata
wzgledem wybranego przez nas punktu [—
srodka uktadu odniesienia, w dowolnej chwili
czasu. Tym zbiorem wielkoi jest wektor?, BT oW e s =

himj

ktory czsto podajemy we wspokdnych

kartezjaskich:7(t) = [x (), y(), z(£)]. 5

Rozpatrzmy ruch pogbowy wzdhe pewnej | ximi
linii prostej. Do opisu takiego ruchu wystarczy nam .
tylko jedna wspoétzdna wektorar(t). Niech 2 -
wspohzdng bedzie =x(). W takim prostym 2
zagadnieniu ukfad wspokdnych redukuje si
oczywiscie do jednej osi liczbowe. 1

Zatzmy, ze obiekt poruszat si ruchem 0 ]
jednostajnym: x(t) = vt + x,, gdzie vp jest pewnym
parametrem, &p oznacza pofleenie ciata w chwili
rozpoczcia ruchu (w czasi¢ = to = 0). Przebieg o
potozenia wzgédem czasu zaprezentowano na tls)

14

rysunku obok.

Wielkos¢ v nazywana jest pdkoscia obiektu, czyli drog jaka przebyt on w jakin czasie:
O Ax x()- x()  We-ta+xp)-(vy -ty +x9)
TAt T tg-t, t,— 1 -
W przypadku ruchu jednostajnegoegkos¢ ciata jest stata i rowna wspétczynnikowi kierunkeomu
funkgciji liniowej obrazujcej zalenos¢ migdzy przebyd drogy a czasem.

W ogoélnym przypadku pdkos¢ nie jest stata. Doktadnej jej oktenie wymaga, by odcinki czasu
4t byly jak najmniejsze:

(5 Tp

y _ lim X(to +At) - X(to)
wAt S0 At

Tak zdefiniowan predkos¢ nazywamy chwilow. Jest to jest pdkos¢ np. pokazywana w samochodzie
przez pedkosciomierz.

Predkos¢ okreslong wzorem: v, .. = % nazywamy pgdkoscig sredng (mazemy wywota taka

funkcje np. w pedkosciomierzu rowerowym). W przypadku ruchu jednostgmeobie definicje
tozsame.

Zadanie 10.
Samochod przebywa potevdrogi z pedkoscia chwilowa vi = 40 m/s i drug potowe drogi z pedkoscia chwilows
v, = 60 m/s. Wyznacgredni predkos¢ na catej drodzeSporzad wykres droga - czas.



Zadanie 11.

Odlegta¢ migdzy punktamiA i B wynosi Xo= 80 km. Z punktuA w kierunku AB wyjezdza motocyklista z
predkoscig v; = 50 km.h. Rownoczaie z punktuB wyjezdza w tym samym kierunku samochdd zgkoscia v, =

30 km/h. Kiedy i w jakiej odlegkei od punktuA motocyklista dogoni samochdd? Przedstaw ruch pojaza
wykresie.

Zadanie 12.

Rowerzysta jagty z pedkoscia v; = 15 km/h spotyka na swoje] drodze pieszegoi;Po5 min. Od spotkania
rowerzysta dojgdza do biblioteki, w ktérej przebywt = 1 h i 10 min., po czym z gikoscig 15 km/h jedzie
spowrotem i pdsz = 30 min. dogania pieszego. Pieszy idzie caly eeastad predkoscig vo. Okreli¢ te
predkos¢ | przedstawd ruch rowerzysty i pieszego graficznie.

Rézniczkowanie funkciji

lim  x(t + At) - x(t)
At - 0 At
rozniczkowaniem funkcjix(t), a wielkac v(t) nazywamy pochodnfunkcji x(t) po zmiennej. Predkosé
chwilowa jest wiec pochodn drogi po czasie. @sto stosuje 8i inne oznaczenia:

" . .
dt
rézniczkami, odpowiednio drogi i czasu.

W matematyce obliczanie nagtijagcego wyraenia : v(t) =

nazywane jest

| |
v(t) = X () = x(t) =X Wielkokci dx=At|m [xt+80) =x(v)] oraz =At'm ,(8) nazywane &

X(t, +At) = x(t,)
At '
Jej interpretacja geometryczna: waét@ochodnej jest wspoétczynnikiem nachylenia stycziekrzywej

Jak wynika z definicji pochodnej, jest ona graniggu ilorazéw r@nicowych

obrazugcej funkcg x(t) w punkcieto: %(to) =tga.

Jezeli ruch odbywa si w przestrzeni tréjwymiarowej, gakos¢ chwilowa jest wektorem
trojwymiarowym, a kada z jej wspotrzdnych obliczamy jako pochodnodpowiedniej wspotrainej
przestrzennej pof@nia ciata po czasie:

\7(t)=(vX v, vz):(x' y z)=(x vy i)z(% Y ﬁj

dt dt dt
Predkos¢ chwilowa na ogo6t take jest funkcy czasu, a jej pochodna po czasie nazywana jest
rzyspieszeniema(t) = dv, vy dv,
Przysp dt  dt  dt )

Zadanie 13.
Cialo mae poruszé sie ruchem prostoliniowym, a jego palenie ciata wzgidem pocztku uktadu

wspotrzdnych opisuje nagpujacy wzor: x(t) = %atz.

e Narysuj zalenos¢ drogi od czasu
* znajdz i narysuj pedkosé i przyspieszenie ciata w funkcji czasu

Zadanie 14.
Wyznacz pochodne nggujacych funkciji:
a) iloczyn u funkcji przez statf &) = agk)

b) sumy funkcji/ &) = k() + gx)
c) iloczynu funkcji f (X) = g(x) [h(x)

d) funkcji potgowych:fG) =x* fG)=x* fl)==x%=x-x*



e)f{ﬂ=x”

_f®)

. . h{x) =—=

f) wyznacz pochodnilorazu funkgc;ji gix)
) = ©
g) wyznacz pochodpfunkcji fe = x,

Zadanie 15.

Bomba wulkaniczna wyrzucona z krateru A o wysakga = 3.3 km, pod ktema = 35° do poziomu,
spadfa na ziemie w punkcie B u podadvulkanu w odlegkxi xg = 9.4 km.

a) ile wynosita wart& predkosci pocatkowej vy bomby ?

b) jak dtugo trwat lot bomby?

c) jaka maksymalg wysoka¢ wzgledem podstawy wulkanu agjineta bomba w czasie lotu ? Pdda
odlegta¢ tego maksimum od wulkanu

Zadanie 16.

Wysoka¢ rakiety legcej pionowo nad powierzchpiZiemi w trakcie jej pierwszych kilkudziesiu
sekund lotu opisuje wzoh(t) = hy + At? + Bt®, gdzieh, = 10 m,A = 9.2 m/$, B = 0.1 m/S. Znajc:
predkos¢ rakiety w 40 oraz 80 sekundzie lotu.

Calki
Niejednokrotnie w opisie ruchu dysponujemy tylkedkoscia, czyli funkcp v(t) opisupca pochoda
drogi po czasie. Czy postuggjsk nig mazna odtworzy funkcje opisupca zaleznos¢ drogi od czasu (w
czasie togdo t)?

Dzielimy interesujcy nas odcinek czasu t¢gidot nak rownych odcinkow, kady o diugdci A4t.
Dany,i —ty odcinek czasti mazna wyrazt przez:t, =t, +i At . Potazenie ciata w czasie t nna

policzy¢ ze wzoru:
S(t) = s(t,) + V(ty)At + v(t, )At +v(t,)At +...+v(t,_ )At +v(t, )At
gdzies(tp) oznacza pocgkowe potaenie ciata - w chwilty. Innymi stowy:

S(t) = s(t,) + Zk:v(tk)At : Ay

Obliczenia sa tym bardziej doktadne, im podziat gesbniejszy : T“|

Ilm K1 - ’.I',-)[-_ 1
|

S(t) = s(t,) + At = 0 v(t, At | A {
k _, 0o 170 0l 1 - -
Powyzszy operacj matematyczganazywamy catk Riemanna:
lim t
S(t) = S(to) + At OZV(ti )At = S(to) + IV(t)dt
k — 00 i=0 to

Droge mazemy wkec obliczy¢ jako catk z prdkosci po czasie. Interpretacja geometryczna calki

oznaczonej, to pole powierzchni pod krzypredkosci zawarte miedzy gddnymi odty dot.
lim -
Podstawiajc tak obliczog drog do wzoru na pochodn% = Atl OW = v(t)

stwierdzamyze catkowanie jest operaapdwrotry do r&niczkowania.
drF(t)

Funkcja F(t) = I f(t)dt +C, taka, ze = f(t) jest nazywana funkcp pierwotna dla f(t) lub jej

catka nieoznaczom. Wielkos¢ C jest pewm stala. Z powyzszego wynikaze catka oznaczona

f f(t)ydt = F(t,) - F(t,).

5]



Zadanie 17
Wyznacz wartéci nastpujacych catek:
1

a) ‘[t:dt
b) ftl‘dt
C) f%dt

Zadanie 18.

m
Predkosé ciata w ruchu prostoliniowym dana jest zalescia: v =a-t, gdziea - zs_= . Oblicz drog
przebyy przez ciato od 0 do 11 s oraz od 3 do 11 sek.

Zadanie 19.
W chwili t = 0 s ciatlo zaczyna poruszsic ruchem jednostajnym z gatkosciag vo=5 m/s. Po uptywie 8 s
ruch ciata zmienit i na jednostajnie przyspieszony z przyspieszereml5 m/$. Znaleé predkosé i

potozenie ciata w 20 — tej sekundzie ruchu. \3,4\

Zadanie 20 ( : L T T s L

Pilce nadano na progu réwni ¢akos¢ vy, ktorej wektor } - —*
skierowany byt pod katem¢ do powierzchni réwni. ﬂ (!/
Nachylenie rowni dgpoziomu wynosié. Wyznaczy odlegtac, A.F_t-g/ G >
mierzory wzdhuwz rowni, na jalg przemidci sie pitka do momentu i ¥

zderzenia z rowni Dla jakiego kta ¢ przy zadanym dcie 8 zaseg
mierzony wzdta rowni jest maksymalny?

Zadanie 21
Czlowiek porusza si na drezynie za stat predkoscia
Vo= 9.1 m/s. Chce przerzucpitke przez obgcz umocowasn W S \O
do prta przy torach i &dacg H = 4.9 m powyej wysokaci %9\ e 4D
jego reki, w taki sposob, aby pitka poruszaka sipredkoscia -
poziomy w momencie przechodzenia przezgolar Rzuca pitk \_&a
z prdkoscia v'=10,8 m/s w stosunku do wiasnego uktac
odniesienia.

(a) Jaka powinna I8y skladowa pionowa pdkosci

pocztkowej pitki?

(b) Po jakim czasie pitka przejdzie przez quiar?

(c) W jakiej odlegteci od obeczy liczonej poziomo, cztowiek musi wykahezut?

(d) Jaki jest kierunek pdkosci pocatkowej pitki w uktadzie odniesienia cztowieka?

(e) Jaki jest kierunek pakosci poczatkowej pitki w uktadzie obserwatora sgopgo przy torach?

Zadanie 22.

Dwa samochody poruszagic jednym pasem z pakoscig vo = 60 km/h oraz odspemd,. W chwili t, samochod
poprzedzajcy zaczyna hamowaAby unikm¢ wypadku, kierowca samochodu j@ego z tylu zaczyna hamowa
lecz jego reakcja jest opdiona o4t = 1s. Przypieszenie obydwu samochoddéw w trakcie hamowaniaosiyn
a,= 3.2 m&. Jaki powinien by odstp samochodéwd, aby nie doszto do stluczki?



