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e Zasady zachowania energii i pedu

e Zasada zachowania momentu pedu
o Zderzenia elastyczne

o Uklad srodka masy



Zasada zachowania pedu I

Il zasada dynamiki Ped uktadu
dp; =y Prawo ruchu ukfadu:
— = F; ) ) i5
dt Ftot — ZF’LZ — _
: dt
( 1
lf--- - - - - - - - - - - -=-=-=- == d
d_,\®1 3 dp3 Cdt~ bi
Py

Fiot =0 = Y j; = const

7

Dla dowolnego ukfadu izolowanego,
suma pedow wszystkich elementow
uktadu pozostaje stata.

izolowany ukfad inercjalny

A.F.Zarnecki Wyktad VI



Praca | energia I

Sita F'(7) jest zachowawcza (konserwatywna), jesli praca przez nia wykonana
zalezy tylko od potozenia punktéw poczatkowego (A) i kohcowego (B)

Energia potencjalna

— mozna jg wyrazi¢ przez zmiane energii potencjalne;
B
Wap = [F@-dF = By(fa) — Ep(is) = —AE,
A

Sita zachowawcza nie moze zalezec od czasu ani od predkosci.

Zwigzek sity i energii potencjalnej:

= OF OF OF = s
= ( 8;Cp7 8yp’ 8zp> — _VEP(T)

ZnajomosSc¢ potencjatu sity zachowawczej jest rownowazna znajomosci samej Sity.
Energia potencjalna jest okreSlona z doktadnoscia do statej, istotne sa tylko jej zmiany.

A.F.Zarnecki Wyktad VI



Zasada zachowania energii I

Zasada zachowania energii

Praca sity zachowawczej ﬁ(F) pomiedzy A i B wyraza sie przez energie potencjalng
B
_ SN 3w — A B
Wag = /F(T)-d’l“ = E, -k,
A

Z drugiej strony, praca sity dziatajgcej na ciato zmienia energie kinetyczna:

Wan EP - Ef

B A _ A B
= EP - Ef! = E}} - E!

B B __ A A
= Ef + EF = B + E}

- kb Ep + E, = const

W ruchu pod dziataniem sit zachowawczych energia catkowita jest zachowana.

A.F.Zarnecki Wyktad VI



Zasada zachowania energii I

Wahadto balistyczne
Pocisk o masie m wbija sie z predkoscia v; w nieruchome wahadto o masie M

m M 4 |

|

» L > [ |
v ’ —>
' Vo

Predkosc¢ jaka uzyska wahadlo mozemy wyznaczy¢ z zasady zachowania pedu
(zderzenie catkowicie nieelastyczne)

pp = mvp = (m+ M)vr = py
, m U1
= vy =
m -+ M

A.F.Zarnecki Wyktad VI



Zasada zachowania energii I

Wahadto balistyczne

Wahadto wychyla sie na wysokoS¢ h: energia kinetyczna zamienia sie na potencjalng

- | 1
—
Ve
Z zasady zachowania enerqii: (przyjmujemy, ze w potozeniu poczgtkowym £, = 0)
M 2

2

=~ h = 2

2g

Poczatkowa energia kinetyczna wahadta NIE jest rowna energii kinetycznej pocisku!!!
A.F.Zarnecki Wyktad VI 5




Zasada zachowania momentu pedu I

Sity centralne

Jesli uktad ciat (lub pojedyncze ciato) dziata jakas sita zewnetrzna F}.; % O
to ped uktadu musi sie zmieniac: > p; 7 const.

Sity ktére dziatajg na uktad czesto sg
sitami centralnymi - dziataja w kierunku ustalonego zrodia sity.

Jesli potozenie zrédta przyjmiemy za $rodek uktadu = Fipe = F(r,...) - ir
Przykiad:

o sita grawitacyjna F(r) = —GT*2
o sita kulombowska  F'(r) = Ql—Q%

o sSilaspezysta F(r)=—-k-r

Czy mozna cosS “uratowac” z zasady zachowania pedu ?...

A.F.Zarnecki Wyktad VI



Moment pedu

Zdefiniujmy dla punktu materialnego:

Ezf’xﬁ

tor czastki P
é -

p=mv

".l-..'_.5

czastka P o masie m

St
kierunek obrotujruby: _
- i o predkoiciv

od wektora r
do wektora v

Zasada zachowania momentu pedu I

< moment pedu wzgledem O

zalezy od wyboru poczatku uktadu

Dlav < ¢
L = m#xd
L = mruvsing

A.F.Zarnecki Wyktad VI



Zasada zachowania momentu pedu I

Moment pedu

Ruch po ptaszczyznie:

L = m7x (6 + 0
L = mrug
> db 5 ,
= L = mr gy T M Przypadek szczegolny:

ruch po okregu - r=const
Moment bezwtadnosSci

I = mr?

= moment pedu mozemy przedstawic
w 0go0lnej postaci

L = I3

A.F.Zarnecki Wyktad VI



Zasada zachowania momentu pedu

Moment sity
M = 7xF < moment sity wzgledem O
M=rxF | 1 -~ Rownanie ruchu
1\; torcza,stk% d[—: B d(ff'xﬁ)
| pan e~ dt

ar _  _ dp
p— —_— T >< -
g <P + .

=

kierunek obrotu sruby: czgstka P o masie m
od wektora r do wektora F

=<
I
@)
U
N
I
O
O
-
wn
‘_'.

A.F.Zarnecki Wyktad VI



Czastka swobodna

/ tor czastki
/ swobodnej

Y =const

parametr zderzenia
b =rsin 8 = const

Moment pedu wzgledem dowolnego
punktu O pozostaje staty:

L = movrsind = movb = const

b - parametr zderzenia
odlegtoS¢ najmniejszego zblizenia do O

Zasada zachowania momentu pedu I

Sita centralna

Moment sity: (wzgledem zrodta)
M = #xF
= FXip- F(r,...) = 0
L = const

Moment pedu, liczony wzgledem zrodta
Sity centralnej pozostaje staty.

A.F.Zarnecki

Wyktad VI 10



Zasada zachowania momentu pedu I

PredkosSc polowa Il prawo Keplera
Pole jakie wektor wodzacy punktu zakreSla w dS 1. . L
. ds — = —|XJ] = — = const
Jednostce czasu: > dt 2 2m
v Y|
2 planeta
\\\ V
o ® X,
= v, Slonce
de T F X
- -

W ruchu pod dziataniem sit centralnych

1
7 x U] dt  predkosc polowa jest stata.

dS = —rrdfd =
2

A.F.Zarnecki Wyktad VI 11



O

)
=)

deformacia

S

S

Zderzenia I

Poprzednio rozpatrywaliSmy zderzenia ciat z punktu

widzenia zasady zachowania pedu (i momentu pedu)
zasada zachowania pedu jest zawsze bezwzglednie spetniona

Czy zachowana jest energia kinetyczna ?

TAK

- jeSli dziatajace sity majg charakter zachowawczy
sity kulombowskie, sity spezystosci
AE,=0= AE, =0

NIE

- jesli mamy wktad sit niezachowawczych
w wyniku zderzenia nastepuja trwate zmiany
(np. odksztatcenia) w zderzajacych sie ciatach

A.F.Zarnecki

Wyktad VI 12



Zderzenia I

Zderzenia sprezyste Z zasad zachowania:

Przypadek jednowymiarowy: / PO / przed
D . m1V1—|-m2V2 = m1V1
2 2 2
. MM 4+ mo Vy©  _ my Vi
2 2 2
Przeksztatlcamy:
p: maVy = my (V1 —Vq)
mo Va2 = my (VE — V{?)

my (V1 —V{) (V1 + V{)

=Vi=W+V] =Vi-Vi=W

wartoSc bezwzgledna predkosci wzglednej przed i po zderzeniu jest taka sama

A.F.Zarnecki Wyktad VI 13



Zderzenia

Zderzenia sprezyste v, =0

Przeksztalcajac dalej otrzymujemy: @ — @

mo (V1 + V) = mq (V1 —V])

/ vE=0  vEev,
= Vi (m1+mp) = Vi (mg—mo) @ .
Ostatecznie: Przypadek szczegolny: m1 = mo
/I _
1 — 1 Vo = V-
m1 + mo 2 1

> m Zderzajgce sie ciata “wymieniaja sie” pred-
VQ’ — 1 %1 koSciami; rozwigzanie stuszne takze w przy-
mi -+ mo padku V5> # O




Zderzenia sprezyste

mi1 > Mo

Masa “pocisku” wieksza od masy “tarczy”:

Otrzymujemy: V3 > V] > 0

Zderzenia I

Przypadek graniczny: mq{ > mo

= v = 222y —y
m1 + mo
2
vy = ™y =21y
m1 + mo

“Pocisk” nie zauwaza zderzenia

“Tarcza” uzyskuje predkosc 2 - V1

Po zderzeniu oba ciata poruszaja sie w tg sama strone.

A.F.Zarnecki

Wyktad VI 15



Zderzenia I

Przypadek graniczny: m; < mo»

Zderzenia sprezyste

mp < Mo /
. .. = V]_ — _Vl
Masa “pocisku” mniejsza od masy “tarczy”:
Vi =0
Otrzymujemy:
_ “
vi = 12y <0 Miiany 2> m k
m1 + mo \
/ 2my k
Vo = Vi>0 N
m1 + m2 ) §

s

PredkoSc “pocisku” zmienia znak

A
— “pocisk” odbija sie od “tarczy” .

yd
e

Sprezyste odbicie od
nieruchomej “Sciany”
A.F.Zarnecki Wyktad VI 16




Zderzenia I

mi; < mp
“Tarcza” oddala sie od “pocisku” “Tarcza” przybliza sie do “pocisku”
(“Sciana”) (“Sciana”)

— —— r—— A—— T T—— —— Ar——.  sm—

AAAAANANNAAANS

“pocisk” zyskuje energie we———

“pocisk” traci energie -
2 2

Mikroskopowy obraz ochtadzania (ogrzewania) sie gazu przy rozprezaniu (sprezaniu)

A.F.Zarnecki Wyktad VI 17



Zderzenia nie centralne Zderzenia I

Do tej pory rozpatrywaliSmy tzw. zderzenia centralne,
dla ktorych parametr zderzenia b = 0 “pocisk” trafia w sam Srodek “tarczy”

W przypadku gdy b = O zderzenie trzeba rozpatrywac w dwoch wymiarach:

e Zasada zachowania pedu:

po zderzeniu
pr . mo Vs cosly + my Vi cosb

Py - mo VQ/ sinf> — ma Vll sin 61

y ’\ Va Dla zderzeh spezystych:
my V{? n mo V32 _

2 2

X \\\ Ey. -

ZnajomoSt mq, mo i V7 (Vo = 0) nie wystarcza do wyznaczenia
petnej kinematyki zderzenia ( V7, V4, 01 i 65) !
= musimy ustalic b albo jeden z parametrow rozproszenia (np. kat 64).

przed
m1 V1

A.F.Zarnecki Wyktad VI
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Zderzenia I

Jesli masy zderzajacych sie sprezyscie ciat sg rowne
m1 = mo = zagadnienie bardzo sie upraszcza

Zderzenia nie centralne

N Z zasad zachowania:

Vi + Vi = W

— wektory V4, V'1 i V/5 tworza tréjkat prostokatny.

01+ 0> =

SME

A.F.Zarnecki Wyktad VI 19



Zderzenia I

Zderzenie proton-proton w komorze pecherzykowe;:

m1 = mo

Fotografia zderzajacych sie kul:

niska energia padajacej wiazki
= dynamika nierelatywistyczna

A.F.Zarnecki Wyktad VI 20



Zderzenia I

mi1 = mo
b=R Stan kohcowy zalezy od parametru
A T zderzenia b
/. e b= 0 = zderzenie centralne
// VZ’ \\ — —
// \ V/2 — V]_
| Vi = 0
D=2R7T »‘{ b=0 1
b:O |‘\ I, b:2R
v, / e b >= 2R = brak zderzenia
\ ' K (kule mijaja sie)
\\\\ //// ‘7/2 — O
\\‘~—_—Fi”/ Vi = ‘71

A.F.Zarnecki Wyktad VI 21



Uktad srodka masy I

Uktad izolowany Srodek masy

Izolowany ukad wielu ciat: Klasyczna definicja potozenia Srodka masy:

5o Timif

I—D’ : 2. My

’ : — Srednia wazona z r; (z wagami w; = m;)
Vewm |

/'O—rﬁ2 | Ruch Srodka masy:  m;=const

p2 : d - M =T
:/I;®\ : VCM—_R: > zdtz
, 4 | dt >imy;

uktad inercjalny = (Z mi) Vs S m;
Zasada zachowania pedu: ¢ z

> b
5 = Y p; = const i

i ped uktadu mozemy zwigzac z ruchem Srodka masy

— ﬁ:MVCM

A.F.Zarnecki Wyktad VI 22



v DY P
CM — — s
> i m; M

Zawsze mozemy tak zmienic uktad

odniesienia, zeby Srodek masy spoczywat

— uktad Srodka masy (CMS)

Uktad srodka masy I

Predkosc Srodka masy:  (klasycznie)

Uktad Srodka masy

Uktad Srodka masy jest w wielu
przypadkach najwygodniejszym
uktadem odniesienia

— szereg relacji bardzo sie upraszcza

Zasada zachowania pedu w CMS:
(zmienne w CMS oznaczamy *)

P = Yp*r=0
)

ogolna definicja uktadu Srodka masy
stuszna takze w przypadku v ~ ¢

A.F.Zarnecki

Wyktad VI 23



Uktad srodka masy I

Zderzenia nie centralne Uktad Srodka masy:

Uktad laboratoryjny:

Zasada zachowania pedu:  P* =0

Skomplikowane wyrazenia na predkosci 01 = 0>
kohcowe w funkcji np. kagta rozproszenia 6. %] %] mo
tatwiej jesli mq = mo Vo Vi omg

A.F.Zarnecki Wyktad VI 24



Uktad Srodka masy I

Zderzenia sprezyste

Zasada zachowania energii: Vo = TV~
Uktad $rodka masy: J 27 mp'l
\ m1V12 n m2V22 . m1V1’2 n m2V2’2
V! . 2 2 2 2
2
o,/ V. m% 2 m% /2
Y § ’ mi+—| Vi = |mi1+—|V;
,,,,,,,, b-Cﬁ m2 m2
( > > (O
V, o’ O, = Vi=W Vo = V5
ty @
\Vl Niezaleznie od mas zderzajacych sie ciat,
X wartosci ich predkosci przed i po zderzeniu
> sprezystym sg takie same.

W uktadzie Srodka masy !

A.F.Zarnecki Wyktad VI 25



Uktad srodka masy I

mip — ma
Uktad laboratoryjny: Uktad Srodka masy:
¥ [
DR V=0
V;
b=2R7 CM \‘} b=0 b=2R :,4
b=0 \  b=2R b=0 |
\ YA

A.F.Zarnecki Wyktad VI



Uktad srodka masy

m1 < Mo

Uktad Srodka masy: Uktad laboratoryjny
>

Dla m4 =%m2 = v] = 207

A.F.Zarnecki Wyktad VI 27



Uktad srodka masy

mq > Mo

Uktad Srodka masy: Uktad laboratoryjny:

Dlami{ =2moy = ’012%’02

A.F.Zarnecki Wyktad VI 28



mq > Mo

Uktad laboratoryjny:

Uktad srodka masy

Zwigzek miedzy predkosciami:

Voumr

vi

™m
v§ — 1 | %1
mi + mo
mi 2 mi + mo

Maksymalny kat rozproszenia “pocisku™

’Ul m2

sin 7' = = —=

Vowm m1

Dla “tarczy” ograniczenie nie zalezy
od stosunku mas:

TT
0 < 6, < =
2 2

A.F.Zarnecki

Wyktad VI
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Uktad srodka masy I

Energia uktadu Energia kinetyczna uktadu:
Transformacja predkoSci: B, = Z m; ’UZQ _ Z m; |0;° + VCM|2
S S 2 2
v, = v + Voum N 2
_ Z mz(v )T | oM Vi VCM_I_miVCM
o __ 2 2
| T/ 0 Vs Vs i Z zasady zachowania pedu:
: 1 1 | R - — —
l M /. Y miui Vo = Vear ) mi 0 = Voy P =0
C |
: OJ | ) )
: — 1 Ostatecznie:
I . V2 :
| — @V, . M VA
L Va¥ T Vo | B = B + =~

Energia kinetyczna uktadu jest suma energii “wewnetrznej” (E7)
| energii kinetycznej uktadu jako catoSci.

A.F.Zarnecki Wyktad VI 30



Uktad srodka masy I

Moment pedu ukiadu Catkowity moment pedu wzgledem poczatku uktadu
Transformacja galileusza: [ = > m; T X T
. i

o=+ fom = > my <§CM + 7“7'*) X (VCM + v?'*)

v, = v + Vom i
A - — [Zmz ECMXVCM-I-ECMXZWLM*
Vi =L T + |2 mat| X Ven + Y mirit x o
o e z'
: U ZdefiniciiCMS: Y mit = Xomyrt =0
| v Vao ' otrzymujemy:
: 8 A l - s .\
---------------------- : L = MRCMXVCM + LC’M

Moment pedu uktadu jest suma “wewnetrznego” momentu pedu (E’(}M) (wzgledem CM)
| momentu pedu uktadu jako catoSci.

A.F.Zarnecki Wyktad VI 31



Uktad srodka masy I

Ruch srodka masy Pod dziataniem sit zewnetrznych:

Dla uktadu izolowanego S S

P = const i

Srodek masy pozostaje w spoczynku zmiana pedu uktadu:

lub porusza sie ruchem jednostajnym dP dp;
prostoliniowym | Zasada Dynamiki dt — dt

DE 2,
1 T g

— F_v’zw

Il Zasada Dynamiki

W oparciu o pojecie srodka masy mozemy opisac ruch uktadu jako catoSci
stosujgc réwnania ruchu punktu materialnego.

A.F.Zarnecki Wyktad VI
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Egzamin
Przyktadowe pytania testowe:

1. Dla ciata, poruszajacego sie w polu sit centralnych, zachowana(y) jest
A | energia potencjalna B | moment pedu C | energia kinetyczna D| ped

2. Dla ciata, poruszajacego sie w polu sit zachowawczych, zachowana(y) jest
A | moment pedu B| ped C | energia kinetyczna D | energia catkowita

3. Cialo A spuszczono swobodnie z wysokosci cztery razy wigkszej niz ciato B: hy = 4hp. Uzyskane
predkosci
Al vy =2uvp Bl va=+vV2uvp C| va=4vp D| vqa=2vV2vp

4. Pocisk uderza centralnie z predkoScia ¥ w nieruchoma tarcze o takiej samej masie. Zaktadajac, ze
zderzenie jest elastyczne, predkoSc pocisku po zderzeniu wyniesie

Al T = -7 B| v =0 C|l v = —30 D| ¥ =

U

N~

5. W zderzeniu sprezystym pocisku o masie m z nieruchomatarcze o masie M suma katow rozproszenia
pocisku i tarczy byta wieksza od 90°. Mozna na tej podstawie wnioskowac, ze

Alm > M Blm > M Clm< M Dlm <K M
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