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o Sily sprezyste i opory ruchu
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Sita sprezysta

Prawo Hooke’'a

Prawo Hooke’a jest prawem empirycznym
Opisuje zaleznoSc sity sprezystej od Jest stuszne tylko dla matych naprezen.
odksztatcenia ciata:

i granica wytrzymatosSci |
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¥ Pr~103E :'é
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F=ES==
OdL_-aa.-—'—'—D'L"""“o""o‘l-c'_6 4
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E - modut YOunga [N/mQ] naprezenie w niutonach na mm?

naprezenie odpowiadajgce dwukrotnemu wydtuzeniu  granica proporcjonalnosci | (Pr)

A.F.Zarnecki Wyktad 1V 1



Sita sprezysta

Relaksacja
Prawo Hooke’a odnosi sie do sytuacji statycznej. HStereza
Od momentu przytozenia sity do osiggniecia 44 o
odpowiedniego odksztatcenie mija skonczony 061 /g,-ff"'
czas - czas relaksacji o g7
&’
02r %
-4!-'{‘ czas relaksacji l . ﬁ(;’ | | o
r—T— -20  -10 {/T 10 20
0,41 ;ogcﬂ"o"O‘o—O-“-'}"‘*-"‘““‘? //06,2_ sila rozciagajaca w niutonach
: | 47
0,3 i | o TOAE
S i ! %
. 5 } 4’;‘ i “0,6*‘-
0,2 ; ? *
! I . . C e ' ;o .
t ; Przytozenie duzej sity, nawet na krotki
0,1} ! . ’
i 3 | czas moze powodowac trwate
) ! i
0 y : ~ Y 37 S S - odksztatcenie
0 1 2 3 4 5

podobnie gdy sita przestanie dziatac

czas w minutach

= trzeba przytozyc site
przeciwnie skierowang

A.F.Zarnecki

Wyktad 1V 2



Tarcie kinetyczne

A+

Tarcie I

Sita pojawiajgca sie miedzy dwoma powierzchniami
poruszajacymi sie wzgledem siebie, dociskanymi sitg N.

Scisty opis sit tarcia jest bardzo skomplikowany.
= Prawo empiryczne:

—

T = —u iw N by =
Sita tarcia kinetycznego:

e Jest proporcjonalna do L sity dociskajace]
e nie zalezy od powierzchni zetkniecia

e nie zalezy od predkosci

Prawo empiryczne = przyblizone !!!

A.F.Zarnecki

Wyktad IV



Obraz mikroskopowy

Tarcie wywotane jest przez oddziatywanie
elektromagnetyczne czastek stykajacych
sie ciat.

Powierzchnie nigdy nie sa idealnie rowne

na poziomie mikroskopowym czgstki
jednego ciata “blokuja droge” czastkom
drugiego ciata

= musza zostac “odepchniete”

wypolerowana miedz =

Tarcie I

A.F.Zarnecki

Wyktad IV




ZaleznoSc¢ od nacisku

Powierzchnia rzeczywistego (mikroskopowego)
styku ciat jest w normalnych warunkach wiele
rzedow wielkoSci mniejsza niz powierzchnia

geometryczna:

Sita
dociskajaca

utamek
powierzchni

1 N/cm?
2.5 N/em?
50 N/cm?

250 N/cm?

0.00001
0.000025
0.0005
0.0025

(ptytki stalowe)

Tarcie I

ll'_:l:ih dociskajaca

odkszialeenie
plastyczne

odkaztalcenie
EprETyste

— efektywna powierzchnia styku
proporcjonalna do nacisku

= liczba oddziatywan na poziomie
atomowym proporcjonalna do nacisku

A.F.Zarnecki

Wyktad 1V



Tarcie I

Odstepstwa od praw empirycznych

Przy duzych predkoSciach moze sie
pojawiC zaleznosS¢ ;. od predkosci v:

Przy duzych sitach dociskajgcych moga sie
pojawiC odstepstwa od zaleznosci liniowej:

miedz i miedz

stal i miedz
.|I.
g ]
& 1\
g A
FroN
E by
3

wapdlczynnik tarcia, p;

1.5

=)

0.5

10~ 102 1! 1 10

sita nacisku w niutonach

=
=]

]
1000

2000
pradkoid poblizgu w kmy'h

Przy bardzo duzych predkoSciach miedz
ulega chwilowemy stopieniu...

Przy duzym nasisku zniszczeniu ulega
warstwa tlenkow na powierzchni miedzi...

A.F.Zarnecki

Wyktad IV



Tarcie I

Scieranie Smarowanie

Na poziomie mikroskopowym tarcie Tarcie zmniejszamy wprowadzajgc smar
prowadzi trwatych zmian w stykajgacych miedzy poruszajace sie powierzchnie.
sie powierzchniach. P s

Fragmenty miedzi przytaczone
do powierzchni stali:

m.[__ A Powierzchnie nie stykaja sie = brak tarcia

= pojawia sie jednak nowa sita oporu
zwigzana z lepkosciag

A.F.Zarnecki Wyktad 1V 7



Tarcie I

Sita dziatajgca miedzy dwoma powierzchniami
nieruchomymi wzgledem siebie, dociskanymi sita N.

Tarcie statyczne

Maksymalna (!) sita tarcia statycznego 75" jest
rowna najmniejszej sile F' jaka nalezy przytozyc do
ciala, aby ruszyc€ je z miejsca.

Prawo empiryczne:

mar —  _gip N ip =

Cialo pozostaje w rownowadze
dzieki dziataniu tarcia statycznego

A.F.Zarnecki Wyktad 1V 8



Tarcie statyczne

stan spoczynku
Fg=F

o AN '-ﬂa—'“ﬂh prmffieimnr
. F,

v ruch jednostajny
B,=F

Tarcle

POki przylozona sita F jest mata, tarcie statyczne
utrzymuje ciato w spoczynku:
fS — _ﬁ

= sita tarcia roSnie proporcjonalnie do przytozonej sity.

Gdy przytozona sita przekroczy wartoSC T¢*** = us - N
ciato zaczyna sie poruszac =- tarcie kinetyczne

Ts 3 Fs F}

Tarcie kinetyczne naogot stabsze od spoczynkowego: . < s

A.F.Zarnecki

Wyktad IV 9



Kat graniczny

Tarcie I

Jest to maksymalny kat nachylenia réwni, przy
ktorym sita tarcia pozwala na utrzymanie go w
rownowadze. Z warunku rownowagi:

T QSin «
N = (@cosa«

Z definicji wspotczynnika tarcia statycznego:

TIOT — 6. N
Otrzymujemy:

A.F.Zarnecki

Wyktad IV 10



Tarcie I

Wspotczynniki tarcia

Przyktadowe wspotczynniki
dla wybranych materiatow:

materiaty Hs Hi Hamowanie samochodu:
stal o stal 0,15°0,03-0,09 \asne aby kota nie zaczely sie slizgaé
stal o 16d 0,027 0,014 -

e poslizg = U
drewno o drewno 0,65 0,2-04 .

e dobry kierowca lub ABS = us
guma o beton suchy 1.0 0.7 zysk ~40% na drodze hamowania
guma o beton mokry 0,7 0,5

A.F.Zarnecki Wyktad IV 11



Tarcie I

Poza tarciem statycznym i kinetycznym
(poslizgowym) mamy tarcie toczne:

N

TO

Tarcie toczne

—

T, = —wip

Wspotczynnik tarcia tocznego 1+
jest zwykle bardzo maty

\:| Przyktadowo:
e drewno + drewno = 4= 0,0005 m

e stal hartowana + stal = ;= 0,00001 m
(wymiar dtugosci!)

Toczace sie ciato odksztatca zawsze
powierzchnie po ktorej sie toczy.

A.F.Zarnecki Wyktad IV 12



| zasada dynamiki I
Zasada bezwtadnoSci

“Kazde ciato trwa w swym stanie spoczynku lub ruchu prostoliniowego i jednostajnego,
jesli sity przytozone nie zmuszajz ciata do zmiany tego stanu.” |.Newton

Uktad w ktorym obowigzuje | zasada dynamiki nazywamy uktadem inercjalnym

Jesli istnieje jeden uktad inercjalny to istnieje
nieskohczenie wiele uktadow inercjalnych.

kazdy inny uktad poruszajacy sie wzgledem niego
z predkoécia V = const

Zasada bezwladnoSci jest rownowazna z postulatem:

Istnieje uktad inercjalny

A.F.Zarnecki Wyktad 1V 13



Il zasada dynamiki I

“Zmiana ruchu jest proporcjonalna do przytozonej sity poruszajgce]

Il prawo Newtona

| odbywa sie w kierunku prostej, wzdtuz ktorej sita jest przytozona”

Zmiana ruchu ciata (w ukiadzie inercjalnym) jest zawsze wynikiem
oddziatywania otoczenia (innych ciat).

Oddziatywanie to opisujemy ilosciowo wprowadzajac pojecie sity
Sita jest wielkoScia wektorowa (kierunek zmiany ruchu)

Sity mozemy porownywac iloSciowo niezaleznie od ruchu ciat
naogot wykorzystujemy przy tym | zasade dynamiki (rownowaga sit)
np. poréwnywanie ciezaru poprzez wazenie ciat, pomiar sity dynamometrem...

A.F.Zarnecki Wyktad 1V 14



Ill zasada dynamiki I

“Kazdemu dziataniu towarzyszy

/. rowne i przeciwnie skierowane
— _ rzeciwdziatanie.
F1= —h P

Wzajemne oddziatywania dwoch ciat

sSg zawsze rowne sobie
12 | skierowane przeciwnie.”

F1o = —Fnq

Zasada akcji i reakcji

A.F.Zarnecki Wyktad 1V 15



Zasady dynamiki I
Przyktad

Klocek na rowni bez tarcia Na klocek dziataja sity ciezkosci i reakcji rowni:
Fuyp = Q+R
W kierunku prostopadtym do powierzchni réwni

nie ma ruchu = nie ma przyspieszenia = sity
rownowaza sie:

R = Q- -cosa

Fuyp
’ Sita wypadkowa dziata rownolegle do rowni:

= ma = mg-Sina
a = ¢g-Sina

A.F.Zarnecki Wyktad 1V 16



Rownania ruchu I

Podstawowym zagadnieniem dynamiki jest rozwigzywanie réwnan ruchu,
czyli okreSlanie ruchu ciata ze znajomosSci dziatajgcych na nie sit.

Postac ogodlna
Sita dziatajgca na cialo moze zaleze€ od potozenia i predkosci czgstki oraz czasu

— rOwnanie ruchu:

d27(t) .
F(r,u,t
> = F@u,)
Uktad trzech réwnan rézniczkowych drugiego rzedu m(‘zf, j;g, il;zz = (Fy, Fy, F)

Ogolne rozwigzanie ma szeSc¢ statych catkowania:
r o= ’F(t,C]_,CQ,...,C6)

A.F.Zarnecki Wyktad 1V
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Rownania ruchu I
Warunki poczatkowe

Aby Scisle okresli¢ ruch ciata musimy poza rozwigzaniem réwnahn ruchu
wyznaczyC wartosci wolnych parametrow (w ogolnym przypadku szesciu)

Najczesciej dokonujemy tego okreSlajac warunki poczatkowe:

ro = 7 (o)
vg = U (tp) to - wybrana ‘“‘chwila poczatkowa"

W mechanice klasycznej obowigzuje “zasada przyczynowosci”
Jesli znamy réwnania ruchu oraz doktadnie poznamy warunki poczatkowe
mozemy jednoznacznie okreslic stan uktadu w przesztosSci i w przysztoSci.

Zachowanie obiektéw mikroSwiata (np. czastek elementarnych) nie jest deterministyczne.
Granice stosowalnosci mechaniki klasycznej okres$la warto$¢ statej Plancka h = 6.626 - 10734 J - s

A.F.Zarnecki Wyktad 1V 18



Rowanania ruchu I
Przyktad

W ogoélnym przypadku sita sprezysta moze byC przedstawiona w postaci:

—

F = —k7r
Sita centralna - dziatajgca zawsze w kierunku Srodka uktadu
(zawsze mozemy tak wybrac), stara sie przywrdcic ciato do potozenia rownowagi.

Réwnanie ruchu sprowadza sie do postaci:

d° 5 k

— = —w°r, dzie: w = /—

dt? J m
= oscylator harmoniczny.

Ogolne rozwigzanie rownania ruchu:

7#(t) = A-coswt + B-sinwt

A.F.Zarnecki Wyktad 1V



Rowanania ruchu I

Wartosci A i B mozemy wyznaczy¢ z warunkéw poczatkowych:

Oscylator harmoniczny

—

fo=7(0) = A
v = 7(0) = wB
. . uo .
= 7(t) = 7p-coswt + — -sinwt
w

Ruch jest ptaski, odbywa sie w ptaszczyznie wyznaczonej przez rg i 9.

Torem ruchu w ogdlnym przypadku jest elipsa.

W szczegolnym przypadku torem ruchu moze byeé:
e odcinek, jeSlirg||vg  (albo 7y = 0 albo v = 0)

o okrag, jeSlirg L g i vg=w:-rg

A.F.Zarnecki Wyktad 1V
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Rownania ruchu I

Do tej pory rozwazaliSmy ruch ciata, ktGre moze sie przemieszczac
bez ograniczeh w catej trojwymiarowej przestrzeni - trzy stopnie swobody: f=3.

W kazdej chwili stan ciata opisuje szeSc¢ parametrow (dwa wektory: 71 )

Wiezy

W wielu przypadkach ruch ciata jest jednak
Z ograniczony =- czgstka nieswobodna

< powierzchnia wiezow

Ogolny warunek opisujacy powierzchnie:

h’($7 y7 z) t) — O
= dwa stopnie swobody f=2

cztery parametry poczatkowe

A.F.Zarnecki Wyktad IV 21



Rownania ruchu I

Z < krzywa wiezow

Krzywa w przestrzeni mozemy opisac porzez dwa warunki:
hi(z,y,2,t) = 0
V h2(w7 y7 Z? t) — O

y = jeden stopief swobody f=1,
dwa parametry poczatkowe

X
Do réwnania ruchu musimy wprowadzi¢ dodatkowa site reakcji wiezow

d27(t) Lo .
o = Frut) + Fr

gdzie: F'(7,7,t) - sity zewnetrzne,  E'p - reakcja wiezéw

A.F.Zarnecki Wyktad 1V 22



Rowanania ruchu I

Wiezy Przyktad Wahadto jednowymiarowe

Przy braku oporéw ruchu (wiezy idealne)
sita reakcji wiezow jest zawsze prostopadia
do powierzchni lub krzywej wiezow.

Wiezy moga byc stacjonarne
(skleronomiczne), niezalezne od czasu:

h(z,y,z) = O
lub zalezne od czasu (reonomiczne):

h(z,y,2,t) = O

Rdéwnania wiezow:

2 -2 g2 2

T

O - sfera

O - ptaszczyzna

A.F.Zarnecki Wyktad 1V 23



Rowanania ruchu I

Warunki narzucone przez wiezy najtatwiej uwzglednic
opisujac potozenie kulki przez kat ©:

Wahadto

\

[ sin®
—| cos®©®

z

O sile reakcji F'r(t) wiemy, ze dziata wzdtuz nici:

d? F
—y - — —R Sin ©
dt2 m
d?z Fr
\ | ) -7 = _ — COS©®
e dt2 9+ m
| = przyspieszenie styczne nie zalezy od F':
d2y d2z
v ag = CosO® —= +sin® = —g-Sin®
S T dt2 I
A.F.Zarnecki

Wyktad IV 24



Wahadto

Rowanania ruchu I

W przyblizeniu matych katow (sin 6 = 0)
otrzymujemy:
d°©
=]l— = —g-©
ao a2 g

= réwnanie oscylatora harmonicznego:

d°©

— 9.0

dt? l

CzestoSc¢ drgan:

okres drgan:

A.F.Zarnecki

Wyktad IV 25



Rowanania ruchu I
Wahadto

Rozwigzanie rownania oscylatora =
harmonicznego: E
o
LL

O(t) = ©¢ - cos(wt)

1.1
Sita reakcji wyznaczona przez pod-
stawienie rozwigzania do rowna- 1
nia ruchu (w przyblizeniu matych
thOW)Z 0.9 Maksymalne wychylenie
5 3 5 i — 30°
Fr(®) = mg |14 O§— 5@ (t)| o8 — 20°
B — 10°
07_IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII
430 -20 -10 0 10 20 30

© [

A.F.Zarnecki Wyktad IV 26



Uktad inercjalny I
Zasada bezwtadnoSci

“Kazde ciato trwa w swym stanie spoczynku lub ruchu prostoliniowego i jednostajnego,
jesli sity przytozone nie zmuszajz ciata do zmiany tego stanu.” |.Newton

Uktad odniesienia w ktérym spetniona jest zasada bezwtadnosci nazywamy
uktadem inercjalnym

Zasada bezwtadnosci jest rownowazna z postulatem itnienia uktadu inercjalnego

W uktadzie inercjalnym ruch ciata jest jednoznacznie zadany przez
dziatajace na nie sity zewnetrzne (rownanie ruchu) + warunki poczatkowe

d27(t) L L
m = F(r, v,t F
> ( ) + Fgr
r(tg) = 70 ¥(to) = g

A.F.Zarnecki Wyktad 1V 27



Opis ruchu

Uktady nieinercjalne I

Wozek porusza sie z przyspieszenien a wzgledem stotu

| el
S

Z punktu widzenia obserwatora
zwigzanego ze stotem kulka pozostaje
W spoczynku.

Wynika to z zasady bezwladnosci -
sity dziatajace na kulke rownowazg sie

F=0 < a=0

cigl
‘®—@

Z punktu  widzenia  obserwatora
zwigzanego z wozkiem kulka porusza sie
Z przyspieszeniem —a

— prawa Newtona nie sa spetnione !
Oba uktady nie moga byc inercjalne.

Prawa ruchu w uktadzie nieinercjalnym
wymagajg modyfikacii

A.F.Zarnecki
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Uktady nieinercjalne I
Prawa ruchu

Przyjmijmy, ze uktad O’ porusza sie z przyspieszeniem wzgledem uktadu inercjalnego O.

Osie obu uktadow pozostajg caty czas rownolegte (brak obrotow)!

Niech 75 (¢) opisuje potozenie uktadu O’ w O. Przyspieszenie: do, = d;tgo
Potozenie punktu materialnego mierzone w ukladach O i1 O’:  (geometria)

m(t) = 7'(t) + 7o(t)
Potozenie jest funkcjg czasu ¢, ktory nie zalezy od uktadu odniesienia.
Przyspieszenie punktu materialnego mierzone w uktadach O 1 O’:  (pochodna)
a = a' + do
Przyspieszenie w ruchu wzglednym uktadow decyduje o relacji
mierzonych wartoSci przyspieszen!

A.F.Zarnecki Wyktad 1V 29



Uktady nieinercjalne

Prawa ruchu
Prawa ruchu w uktadzie inercjalnym O:

md = F(7,0,t) + Fp

Przyspieszenie mierzone w uktadzie O’ mozemy teraz wyrazic
przez przyspieszenie w uktadzie O:

-/ — —
ma — mna — MMmMao

— W ukfadzie nieinercjalnym O
ma' = F(7',¢',t) + Fp — mdo

W uktadzie nieinercjalnym mozemy korzystac z rownania ruchu,
ale musimy uzupetnic¢ je o site bezwtadnosci (sita pozorna)

—

Fb = —ma:o

A.F.Zarnecki Wyktad 1V

30



Prawa ruchu

Wahadto w uktadzie nieinercjalnym
poruszajgcym sie z przyspieszeniem
a wzgledem uktadu inercjalnego

Uktady nieinercjalne I

Oprécz sity ciezkosci mg i reakcji i
musimy uwzgledni¢ pozorna site
bezwtadnoéci Fj, = —mdo

Opis ruchu mozna uprosci¢ wprowadzajgc
efektywne przyspieszenie ziemskie:

—/ —

g = g—do
sity bezwladnosSci = sity grawitac;i
= odchylenie potozenia réwnowagi:

Qo

tanf = —
g

Przyspieszenie drgan:

[ [

A.F.Zarnecki
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Prawa ruchu

Ciecz w naczyniu:
a=20 a*0

a=0

|
B mre——"

Uktady nieinercjalne I

Jesli ao < g = w uktadzie poruszajgcym sie z przyspieszeniem do L ¢
obserwujemy pozorng zmiane kierunku dziatania sity ciezkoSci:

Balon z helem:

i#0

A.F.Zarnecki

Wyktad IV
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Rownia

sity dziatajgce w uktadzie wozka

Uktady nieinercjalne I

Wozek zsuwa sie bez tarcia po rowni pochytej.
Zaniedbujgc ruch obrotowy kot przyspieszenie
wozka:

aoc = ¢ Sina

W ukitadzie zwigzanym z woOzkiem dziata-
jaca na wahadto sita bezwtadnosSci jest rowna
co do wartosci (lecz przeciwnie skierowana)
rownolegtej skladowej ciezaru.

Na wahadlo dziala pozorna sita ciezkoSci
prostopadta do powierzchni rowni.

J = g, = gcosa < g

= spowolnienie drgah

A.F.Zarnecki
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Uktady nieinercjalne

Spadek swobodny

w-.'

W ukladzie odniesienia poruszajgcym sie z
przyspieszeniem a,||g obserwujemy pozorng zmiane
wartosci przyspieszenie grawitacyjnego:

W uktadzie zwigzanym z ciatem spadajgcym
swobodnie do = ¢

g = o

= stan niewazkosSci

A.F.Zarnecki Wyktad IV 34



Egzamin
Przyktadowe pytania testowe:
1. Dwa klocki o masach mi; = 2 mo zsuwajg sie z tej samej wysokosci po rowni pochytej. Stosunek ich

predkosci na kohcu réwni vy /v, Wynosi
Al 2 B| 1/2 Cl1 D| 1/4

2. Na poziomie mikroskopowym proporcjonalnoSc sity tarcia do sity nacisku wigze sie ze
A | wzrostem rzeczywistej powierzchni styku B | odkrztatceniem sprezystym powierzchni
C | zmniejszeniem odlegtosci miedzy atomami D | silniejszym elektryzowaniem ciat

3. Ciato spoczywa na réwni nachylonej pod katem «. WartoSc tarcia statycznego wynosi
Al Qsina B| usQ Ccos«a C| us@Q D| us@Qsina

4. Okres drgah wahadta w rakiecie, lecacej pionowo blisko powierzchni Ziemi z przyspieszeniem @ %= O
jest taki sam jak w nieruchomej rakiecie. Wynika z tego, ze

Ala = -2 Bld =23 Cld = —g Djla =g
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