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Zasady zachowania
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Wyktad V.

e Zasada zachowania pedu

e Ruch ciat 0 zmiennej masie
e Praca, moc, energia kinetyczna
e Sily zachowawcze i energia potencjalna

e Zasada zachowania energii



Il zasada dynamiki I
Przypomnienie

Druga zasada dynamiki Newtona w postaci “klasycznej”

F = ma

ZaleznoSc¢ stuszna dla ciat ktérych masa jest stata, m = const
Mozemy to wykorzystac i przeksztalcic zalezno$¢ do postaci:

. dg m—const d(mz_f) dp
F = m — pu— _—_
dt dt dt
gdzie p = muv - ped czastki
Fo=
A7 = Fdt = I - poped sity

A.F.Zarnecki Wyktad V



Zasada zachowania pedu I

Uktad izolowany lll zasada dynamiki
Kazde ciato moze w dowolny sposéb Sity z ktorymi dziatajg na siebie ciata i i j:
oddziatywac z innymi elementami uktadu. _ ~

iy = =1Ly

Suma sit dziatajgcych ciato :

ﬁiz = Z ﬁjz’

J
Suma sit dziatajacych na uktad:
Fiop = Y F- =Y > Fy
i i g

Z Z _ﬁij — _ﬁtot
joi

= Fiop =0

Brak oddziatywan ze Swiatem zewnetrznym

A.F.Zarnecki Wyktad V



Zasada zachowania pedu I

Il zasada dynamiki Ped uktadu
d_ﬁi B ﬁZ Prawo ruchu uktadu: )

— ,I/ = - _).
dt Fioo = Y Fi = %
, , {

____________________ 7 (/

' . _ 4o

— A 2

7

Fiot =0 = Y j; = const

7

Dla dowolnego ukfadu izolowanego,
suma pedow wszystkich elementow
uktadu pozostaje stata.

izolowany ukfad inercjalny

A.F.Zarnecki Wyktad V



Zasada zachowania pedu I

Dla dowolnego ukfadu izolowanego,
suma pedow wszystkich elementow uktadu pozostaje stata.

> p; = const
i

pedy mierzymy w uktadzie inercjalnym (!)

Zasada zachowania pedu obowigzuje w kazdej sytuacii:
e zderzenia poruszajgcego sie ciata z nieruchomym
e zderzenia dwoch poruszajacych sie ciat

e ‘“rozpadu” uktadu na skutek dziatania
sit wewnetrznych (np. wystrzat z armaty)

A.F.Zarnecki Wyktad V



Oddziatywanie dwoch ciat

Zasada zachowania pedu I

Uktad “rozpada sie” pod wptywem
sit wewnetrznych.

Jesli na poczatku wszystkie obiekty
spoczywaja

2.pi =0
i

to i po “rozpadzie” suma pedow
musi by¢ rowna 0.

Dwa ciata: (v; K ©)

mivU1 + movo = O
— m1
= Uy = —— -7
m>
v m
v1 m>

A.F.Zarnecki

Wyktad V



Zasada zachowania pedu I

Oddziatywanie dwoch ciat
l Rownia rusza sie bez tarcia po poziomym stole.
g

Na rowni ktadziemy klocek, ktéry moze zsuwac
sie bez tarcia.

Jak znalezC przyspieszenia, z ktérymi bedzie

poruszat sie klocek i rownia?
——— 0 00O

Jesli masa klocka nie jest zaniedbywalna w porownniu z masg rowni to réwnia bedzie
“uciekac” spod zsuwajgcego sie klocka. Wynika to z zasady zachowania pedu!

Sity zewnetrzne (sita ciezkosci i reakcji stotu) majag kierunek pionowy
— moga zmieniac tylko sktadowa pionowa pedu uktadu rownia-klocek.
Sktadowa pozioma pedu musi by¢ zachowana!

A.F.Zarnecki Wyktad V 6



Zasada zachowania pedu I

Oddziatywanie dwoch ciat

Na uktad dziatajg sity zewnetrzne:
o sily ciezkosci Qi Qr
e oraz sita reakcji stotu R,

Sita wypadkowa dziata wzdtuz kierunku pionu
(prostopadle do powierzchni stotu).

Skladowa pozioma pedu uktadu réwnia-klocek musi by¢ zachowana.
Uwzgledniajac, ze predkoScE i przyspieszenie rowni sa skierowane przeciwnie do osi X:
—mVy + MV, = const RS mayr = May

Kierunek przyspieszenia klocka nie jest rownolegty do powierzchni rowni!

A.F.Zarnecki Wyktad V 7



Zasada zachowania pedu I

Oddziatywanie dwoch ciat

Zagadnienie daje sie tatwiej rozwigzac,
gdy przejdziemy do uktadu nieinercjalnego
zwigzanego z rownig. W ukiladzie tym na
klocek dziata dodatkowo sita bezwtadnoSci

ﬁb — _a:'r'M

Przyspieszenie klocka (wzdtuz rowni!):

a = gsina + arcosa

Mozemy teraz wyznaczyc¢ sktadowg X tego przyspieszenia w uktadzie stotu,
| poréwnac z wrtoScig oczekiwang z zasady zachowania pedu:

= ar =49

ay =a' Cosa —a, = ¢gSinacosa — arsin?a M sin a CoS o
Ma, = ma, m + M sin? o

A.F.Zarnecki Wyktad V 8



Zasada zachowania pedu I

Zderzenia nieelastyczne

Zderzeniem catkowicie niesprezystym
(catkowicie nieelastycznym) nazywamy
zderzenie, w wyniku ktérego ciata
pozostaja trwale zigczone (lub nie
poruszajg sie wzgledem siebie)

Gdy jedno z ciat spoczywa

Ped poczatkowy: p; = mqvq
Ped koncowy: py = (m1 + mo) - >

Zasada zachowania pedu:

pPi = DPf
- mi -
= Vy = - U1
m1 + mo

A.F.Zarnecki Wyktad V 9



Ruch ciat o zmiennej masie I

Il zasada dynamiki w postaci

_, dp
Fo B
dt

moze by¢ w szczegdlnosci wykorzystana do opisu ruchu ciata 0 zmiennej masie.

W ogolnym przypadku: m = m(7, v, t)
Rakieta

Silnik rakietowy napedza rakiete na zasadzie odrzutu. Jej masa maleje.
Rozwazmy prace silnika rakiety z punktu widzenia zasady zachowania pedu.

—dm m+dm
—
W V+dv

W przedziale czasy dt masa rakiety maleje z m do m + dm (dm < O bo masa maleje)

Od ciata 0 masie m poruszajgcego sie z predkoscia v odiacza sie element
—dm > 0 poruszajacy sie z predkoscia w

A.F.Zarnecki Wyktad V
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Ruch ciat o zmiennej masie I

W wyniku odrzutu rakieta zmienia swojg predkos¢ o dv

—dm
-0

—

W

m+dm
—
vV+dv

>

Z zasady zachowania pedu:

$
ST
|
3
QU
c
2

Sita odrzutu (sita ciggu rakiety):

~ dp
Fodrz = a

(m + dm) (v + d?¥) — dm w
mdv + dm v + dm dv — dm w

—dm v 4+ dm w

dm (W — 7)) =dm U,

dm dm

—

— — <0
dt Vodrz d

A.F.Zarnecki

Wyktad V
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Ruch ciat o zmiennej masie I
Rdownanie ruchu

Ruch ciata pod wptywem sity odrzutu:
dp dv

E — m E — _’zewn ‘l‘ vodrz
Zaniedbujac wptyw sit zewnetrznych Catkujgc stronami:
(np. pola grawitacyjnego): Vg, my,
dv dm
dv _ dm / — — / -
m dt  dt Vodrz o, lodrz e T
dv dm dm ~ L my,
m dm ' d — E Vodrz = U = Vot Upgrz - IN (mo)
dv . wzor Ciotkowskiego
m dm Yodrz Gdy zaniedbamy grawitacje, predko$¢ kohcowa nie

zalezy od tego jak szybko spalamy paliwo...

A.F.Zarnecki Wyktad V 12



Ruch ciat o zmiennej masie I

Rakieta jednostopniowa

Rakieta 0 masie mp ma wynieSC satelite o
masie mg, zuzywajac paliwo o masie m p:

Mg
Ms Aby uzyskac Il predkoS¢ kosmiczna
-~ m, v, ~ 11 km/s (np. lot na Ksigzyc)
Vodrz przy silniku rakietowym v, 4,., =3km/s

Mozliwa do uzyskania predkos¢ kohcowa:

v
mg + mpg + mp f= exp< : >—1 ~ 33
Uodrz’ln

V = Vod
L mS + mR oarz
~ -In(1 : .
Vodrz * IN(1 4 f) Teoretycznie mozliwe,
| mp praktycznie niewykonalne (7?)...
gdzie: f = - ms < MR i nieoptacalne !...

stosunek masy paliwa do masy rakiety

A.F.Zarnecki Wyktad V 13



Ruch ciat o zmiennej masie

Rakieta dwustopniowa

Rakiete dzielimy na dwa cztony o masach m/, i m/s, mlp +m’y, = mp
4 : : : : : ! /. / /A
w ktorych znajduje sig paliwo o masie mp i m'p: mp+mp =mp
I, ml;a

Ms
el TN
vV

odrz

Predkos¢ koncowa:

i,
V. = Vodrz " N mS_I_mR—I_mP —|—In mS_I_m/}/%_I_m/fl)
oar= mS—I—mR—I—m’I’D mS—I—m’é

W przyblizeniu mg < m/, < mlyt v & voge, -2 IN(1 4 f)

Aby uzyskac Il predkoSc kosmicznga vy, ~ 11 km/s przy 0 v, g, = 3 km/s:

f o= exp( Uk )—1 ~ 5.3

2 Vodrz

Dla f ~ 10 (dla obu cztonoéw) mozna wystrzelic w kosmos mg ~ 0.6% (mp + mp)
przy optymalnym wyborze m”, ~ 7% mr
A.F.Zarnecki Wyktad V 14




Ruch ciat o zmiennej masie I

Rakieta wielostopniowa

Rakieta sktada sie z wielu cztonow. Aby uzyskac Il predkosc kosmiczna dla
W kazdym z nich stosunek masy paliwa mg ~ 100 kg przy rakiecie o f = 10:
do “obudowy” wynosi f
mg v (L4 f )> ]
< mpr = - exp ( —1
V2 ’ 1+ f [ VYodrz /
Vodrz
W granicy wielu bardzo matych cztonéw: mp ~ 500 kg
mdi = dm g, - J mp ~ 5000 kg
f+1
Co sprowadza sie do: Przy rakiecie jednocztonowej, przy tych samych

mg | mp potrzebaby 228’000 kg paliwa !!!

/ mp Dla rakiety dwucztonowe;j:
Vp = Vodrz 57 N1+ —Q+f)| mp~1600kg, mp ~ 16000 kg
f+1 mg

A.F.Zarnecki Wyktad V 15



Praca | energia I

Praca Najprostszy przypadek:
Stata sita F' dziata na ciato P powodujgc jego
przesuniecie wzdtuz kierunku dziatania sity o s.

Praca jaka wykona przy tym sita F

Wap = F-s

W przypadku sity dziatajgcej pod katem w sto-
sunku do przesuniecia praca jaka wykonuje

—

Wig = F-s-cos@ = F-3

Sktadowa prostopadta nie wykonuja pracy!
Liczy sie tylko rownolegta sktadowa sity...

16
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Praca | energia I

Praca
Dowolna sita F' dziata na punkt materialny P

Praca jaka wykonuje sita przy przesunieciu o dr
dW = F.dF = FcosOds = F;ds

Aby policzyc prace sity F dla dowolnej drogi, musimy
posumowac wklady od kolejnych matych przesuniec
= catkowanie.

Praca sity 7'(7) na drodze miedzy A i B

B
Wig = /ﬁ(F)-dF
A

Sity prostopadte do przesuniecia nie wykonuja pracy!
sita Lorenza, sita Coriolisa, sity reakcji wiezow...

A.F.Zarnecki

Wyktad V 17



Praca | energia I

Przykitad:

Rozciggniecie sprezyny wymaga wykonania pracy

| | F I YT
WW_, przeciwko sile sprezystosci:

F(x) = kx

F(x) Wykonana praca:

W = /SF(az)d:I;
0

- S
¢ 1 S 1
S X = /kaz dx = [—ka:2] = —k82
) 2 2

A.F.Zarnecki Wyktad V 18



Praca | energia I

Praca
W ogolnym przypadku praca W 4 5 jaka wykonujemy
podczas ruchu punktu z A do B moze zalezec€ od:

e przebytej drogil
np. praca sit tarcia bedzie proporcjonalna do [

e toruruchu
np. jesli sity oporu zaleza od wyboru toru

o predkoSci
sity oporu w oSrodku zaleza od predkosci

e CzZasu
jesli dziatajace sity zaleza od czasu

A.F.Zarnecki Wyktad V 19



Praca | energia I

Energia kinetyczna Przyjmijmy, ze sita ' jest sitg wypadkowg dzia-
lajaca na ciatlo P. Zmiana predkoSci w ruchu
jednostajnie przyspieszonym:

d At
— — vg — vy = — -
F F B4 m
—
__F s F 2s
A s B m  (v) m v+ vp
: ., . Lz 2 . __vptv
Gdzie skorzystaliSmy z wyrazenia na predkoSc Srednia: (v) = 45~
Otrzymujemy:
2 2 2 2
v —13 = (vp—vA)(vp+uva) = — F-s = —-Wap
m m
2 2
mv mwv
= Wyp = 23— 2A=E,§—E,;4:AEk
Prace mozemy wyraziC poprzez zmiang energii kinetycznej ciata £, = *5

A.F.Zarnecki Wyktad V 20



Praca | energia I

Praca jaka wykonuje sita F przy przesunieciu P 0 ds

Energia kinetyczna

d
dW = Ftdszmatdszmd—:ds
d d d
—vdszclv—s = = m—sdvzmvdv
dt dt
Praca sity F'(7) na drodze miedzy A i B
I 7 m’U2 va
Wap = /Ft(s)-dsz/mvdfvz 2B_ 2A=E,§—E,‘€4=AE;€
A A
Niezaleznie od postaci sity Fi drogi na ciato nie dziataja inne sity, uktad inercjalny
praca sily jest rowna zmianie energii kinetycznej ciata ), = *5

A.F.Zarnecki Wyktad V 21



Moc
Moc Srednia opisuje Srednia prace
wykonywana na jednostke czasu:
P(sr) AW
At

Moc chwilowa
AW dW

P = Iim = —
dt

At—0 At

Wstawiajac dW = F - d3:

—
—

P = F-v

Moc sity jest proporcjonalna do
predkosci ciatal

Praca | energia I

Jednostka pracy jest Dzul:

kg m?2

1J = 1IN-1Im =1 5
S

Jednostka mocy jest Wat:

1J kg m?
— =1
g3

1w =

1s

Kiedys uzywano jako jednostki mocy
konia mechanicznego:

1 KM = 735498 W

A.F.Zarnecki

Wyktad V
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Praca | energia I

Ruch w statym i jednorodnym polu grawitacyjnym g.

—

Sita ciezkoSci dziatajgca na mase m: F' = m g = m (0, —g,0)

Energia potencjalna

Wap = F-AF = F(Fg—74) = -mgG(Fa—7p) = mg(ya—yp)
Mozemy wprowadzic energie potencjalng dla jednorodnego pola grawitacyjnego
Ey(r) = —mgr = mgy
Prace mozemy wtedy wyrazi€ przez zmiane energii potencjalne;

Wap = Ep(Fa) — Ep(FB) = —ALp

Mowimy, ze sita ciezkoSci jest sita zachowawcza.

A.F.Zarnecki Wyktad V
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Praca | energia I

Sita ﬁ(F) jest zachowawcza (konserwatywna), jeSli praca przez nig wykonana
zalezy tylko od potozenia punktéw poczatkowego (A) i kohcowego (B)

= mozna jg wyraziC przez zmiane energii potencjalne;
B
Wap = [F@-dF = Ey(Fa) - Ey(Fp) = —AE,
A

Energia potencjalna

Sita zachowawcza nie moze zalezecC od czasu ani od predkosci.
Jesli droga jest zamknieta to praca jest rowna zeru

A

/ﬁ(F)-dF — fﬁ(?)d? — 0

A -
cyrkulacja (krazenie) F

Sitami zachowawczymi sg tez wszystkie sity centralne, zalezne tylko od odlegtosci
F=F(r)- i sita kulombowska, sita grawitacyjna, sity sprezystosci...

A.F.Zarnecki Wyktad V
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Praca | energia I

Sita a energia potencjalna
Praca wykonana przy infintezymalnym przesunieciu dr = (dx, dy, dz)

dW = F(F)-dF = —dE,
OF OF OF
zmiana energii potencjalnej = = — Py —Pay—_=""Lg;
ox oy 0z

Otrzymujemy:

P = OE) OE) OEp
ox ’ oy 0z

Znajomosc potencjatu sity zachowawczej jest rownowazna znajomosci samej sity.

Energia potencjalna jest okreSlona z doktadnosScia do statej, istotne sa tylko jej zmiany.

A.F.Zarnecki Wyktad V
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Praca | energia I

Sita a energia potencjalna

Przykitad:
Rozciggniecie sprezyny wymaga wykonania pracy.

X

y

Rp

S
1
W = /F(az)dw = 5]{582
0

\ Kosztem tej pracy roSnie energia potencjalna:

E(X)

1
Ey(z) = Eka

Sita sprezystosci:

N > F(z) = _4B@)

X dx

W momencie puszczenia sprezyny energia potencjalna zamienia sie na kinetyczna...

A.F.Zarnecki Wyktad V



Praca | energia I

' | Gradient wskazuje kierunek w ktorym
| nastepuje najwieksza zmiana wartoSci

Gradient

funkcji skalarnej f(x, vy, z).
WartoS¢ gradientu odpowiada wartosci
| | pochodnej funkcji f(x,vy, z) wzdluz tego
o y f‘st*)"Cl : kierunku.
x | = - 8f - af - 8f 8f 8f 8f
rad f = Vf = ip—= — — = =
J / / Zﬂ”ax + Zy@y + ZZ@Z (8:8 oy 0z
» Y = - 0 - 0 - 0
nabla = V = o + Zya_y + 2
= - Of
Vf = 1in B n - wektor normalny do f=const
n
Site zachowawcza wyrazamy jako gradient energii potencjale;: F = —ﬁEp(f’)

A.F.Zarnecki Wyktad V 27



Zasada zachowania energii I

Zasada zachowania energii

Praca sity zachowawczej ﬁ(F) pomiedzy A i B wyraza sie przez energie potencjalng
B
_ SN 3w — A B
Wag = /F(T)-d’l“ = E, -k,
A

Z drugiej strony, praca sity dziatajgcej na ciato zmienia energie kinetyczna:

Wan EP - Ef

B A _ A B
= EP - Ef! = E}} - E!

B B __ A A
= Ef + EF = B + E}

- kb Ep + E, = const

W ruchu pod dziataniem sit zachowawczych energia catkowita jest zachowana.

A.F.Zarnecki Wyktad V
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Zasada zachowania energii I

Wahadto Galileusza Koto Maxwella

WysokosS¢ na jaka wznosi sie wahadto
nie zmienia sie przy zmianie dlugosci nici:

L

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Ep+ E, = E = const
E, =0 = mgh=FE

Przemiana energii potencjalnej w
energie kinetyczna ruchu obrotowego.
A.F.Zarnecki Wyktad V 29
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Zasada zachowania energii I

Spadek swobodny
W jednorodnym polu g v
@ ciato spada swobodnie z
wysokosci b (7(0) = 0). g
PredkoSc kohcowa z za-
[ O----- sady zachowania energii: O ______________________
h AE, = —AFE, h )
! _______________ me2 ————————————————— ) :::::==-'—V>
= mgqgh
N 2 Taka sama predkos¢ uzyska wahadto
V .
v = /2gh puszczone z wysokosci h
A.F.Zarnecki Wyktad V 30



Zasada zachowania energii I

Sity sprezystosci Ruchu pod wptywem sit sprezystosci:
g E = FEp(z) + Ep(x) = const
lka;Q + 1va = const
O v=0 - 2
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Ruch harmoniczny w = %:

= Ep(x) — %kAQ SinQ(Wt + Qb)

v = wA-cos(wt+ @)
E, = FEp(x) = %m w2 A2 cos? (wt + @)

c—l-"

1
E = Ey+E;, = 51@42

A.F.Zarnecki Wyktad V 31



Zasada zachowania energii I

Znajomosc energii potencjalnej jest rowvnowazna znajomosci sity (zachowawczej):

Rownania ruchu

FF=—-VE,
Czy znajac E,(77) mozemy rozwigzac rownania ruchu ciata ?
o Mozemy wyznaczyt¢ zaleznos¢ F(7) i skorzystaé z Il zasady dynamiki...
albo

o Mozemy wykorzystat zasade zachowania energii:

E = E,(¥) + Ep(¥) = const

W zaleznosSci od zagadnienia jeden albo drugi sposéb moze bycC bardziej uzyteczny...

A.F.Zarnecki Wyktad V

32



Zasada zachowania energii I

Dla ruchu prostoliniowego pod dziataniem sity zachowawczej ﬁ(ac),
energia potencjalna £, = Ep(x)

d 2
E = %(d—f) + Ep(x) = const

dx

E — \/% (E— Ep(l’))

Rozdzielajgc zmienne i catkujac otrzymujemy:
dx

V2 (B — Ep(2))

dt =

/\/m E — Ey(z))

=- Znajac E,(z) mozemy zawsze znalezC zwiazek miedzy z i t.

A.F.Zarnecki Wyktad V



Zasada zachowania energii I

Przyktad: F=Fiy,=const = Ep(x) = —Fax Fp=——_"

Przyjmujac, ze x = 0 w chwili £ = O mamy:

~
|

L /
\/TO/ \/EffFa:’

2 2
— ,/ \/E-I—F:I;]O = F\/E—I—F:I;—EVE
B _1(F\
= ﬁ”‘v = VE+Fs = a=3(-)-2 4

2F
¢

m

1
Ea S I

mvg

>0

- predkoSc w chwili t = O = energia catkowita £ =

A.F.Zarnecki Wyktad V
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Egzamin

Przyktadowe pytania testowe:

1. W wyniku czotowego zderzenia ciezarowki o masie 4 ton jadacej z predkoscia 30 km/h z samocho-
dem osobowym o masie 800 kg oba pojazdy zatrzymaty sie. Samochdd osobowy poruszat sie z
predkoscia:

A | 80 km/h B|120 km/h C | 150 km/h D (180 km/h

2. Predkos¢ jaka moze uzyskac jednostopniowa rakieta zalezy od masy kohcowej m,, i masy poczatkowej
rakiety mg jak

2
Al me 1 B| Inme C (m—) D] ,/me

my my my my

3. Dwa kamienie o r6znej masie wystrzeliwane z tej samej procy (tak samo naciggnietej) beda miaty
rowne
A | predkosci B | zasieqi C | energie kinetyczne D | pedy

4. Dla ciata, poruszajgcego sie w polu sit zachowawczych, zachowana(y) jest
A | moment pedu B| ped C | energia kinetyczna D | energia catkowita

5. Ciato A spuszczono swobodnie z wysokoSci cztery razy wiekszej niz ciato B: hy, = 4hg. Uzyskane
predkosci

Al vqg =2 vp Bl va=+V2uvp C|va=4uvp D| vq4 = 2v2 vp




KAPITAL LUDZKI T

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspotfinansowany ze Srodkéw Unii Europejskiej

w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



