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Mechanika oSrodkow ciggtych

Fizyka | (Mechanika)

Wyktad X:
e Bryla sztywna

— tensor momentu bezwladnosSci

o Statyka cieczy
e Prawo Bernouliego

e Opory osrodka



‘ Poréwnanie I

Punkt materialny Bryla sztywna
ruch postepowy ruch obrotowy (wzgledem osi symetrii !)
e przesuniecie z — kat obrotu b
dz do
o predkosc 7= — predkoS¢ katowa W= i
dt dt
. . L du . . L do
e przyspieszenie a=— = przyspieszenie katowe &= o
e masa m = moment bezwtadnoSci I
» ped P = mv — moment pedu L=1I&
» uktad izolowany 7 = const — uktad izolowany L = const

A.F.Zarnecki Wyktad X



‘ Poréwnanie I

Punkt materialny Bryla sztywna
ruch postepowy ruch obrotowy (wzgledem osi symetrii !)
» sita F — moment sity M
e réwnania ruchu F =ma — réwnania ruchu M=1¢

dt dt
» praca W:/ﬁ-df — praca W=/Z\7[-d$
» energia kinetyczna  Ej, = 3mw? = energia kinetyczna B = $1w?

Dla ruchu obrotowego wzgledem ustalonej osi, pokrywajacej sie z osig symetrii bryty !!!

A.F.Zarnecki Wyktad X



‘ Prawa ruchu I
Przyktad

Dwa klocki na rowni poruszajgce sie bez tarcia, potgczone niewazka nicig
przerzucong przez wazki bloczek o momencie bezwtadnosci I.

Powierzchnia rowni jest wiezem, ktory
ogranicza ruch klockow do kierunku
rownolegtego do powierzchni rowni.

Mozemy zredukowacC problem do ruchu
jednowymiarowego.

W przypadku wazkiego bloczka, jesli
uktad nie jest w rownowadze, sity
naprezenia moga byc¢ rozne!

N1 # No

A.F.Zarnecki Wyktad X 3



‘ Prawa ruchu I

Rownania ruchu:

Przyktad

Ma = QI — Ny = Mgsing— Ny

ma = NQ—ngNQ—mgSinoz
Ie = 12 = Nyr— Nor
T

Uktad trzech réwnah 2z trzema
niewiadomymi (a, N1 i1 No).

Dodajemy stronami dwa pierwsze | pod-

Wybieramy dodatni kierunek przyspieszenia Stawiamy Ni — N z trzeciego.

jak na rysunku. Przyspieszenia ciat: Otrzymujemy:
M sin 8 —msSsin «a
M +m+ 5

al] —a» — a ET — a a = g

nierozciggliwa nic nie slizga sie po bloczku

A.F.Zarnecki Wyktad X 4



Zyroskop

Precesja

zwiekszone obcigzenie Niezrownowazony moment sity ciezkoSci
wzgledem punktu podparcia O:

—

M = 7xF

M = mgr
Pojawia sie moment sity M skierowany
prostopadle pionu (g) i do osi zyroskopu ()

Wektor momentu pedu L 1 M
— warto§¢C momentu pedu nie ulega zmianie

aL
| o | dt
— kierunek momentu pedu zmienia sie = precesja
dL L.
— =wp X L=M = wp:mrg
dt L

A.F.Zarnecki Wyktad X 5



Moment pedu

Do tej pory rozpatrywaliSmy wytgcznie ruch obrotowy wzgledem ustalonej osi.
Na ogo6t byta to 0§ symetrii bryly, lub 0§ do niej rownolegta.

W ogolnym przypadku problem jest duzo bardziej skomplikowany

Przykiad - dwa wirujgce ciezarki

Ciezarki w jednej ptaszczyznie L osi Ciezarki rozsuniete wzdtuz osi obrotu

®
L //’—»
) L

O$ obrotu jest osia symetrii L | & OS obrotu nie jest osig symetrii = EW

Li = myr; X U; 1 T;




| Moment pedu I
Przykiad I

Dysk wirujgcy wokot osi nachylonej do osi symetri

Predkos¢ katowag mozemy roztozy€ na Moment pedu dysku
EL + EH

. 1,
IJ_ (QJJ_ —I— EWH)

sktadowa réwnolegta i prostopadia

. ) L
do osi symetrii

5= @ + &

Moment bezwtadnosSci dysku: (wyktad 9)

I L2 I L 1 I
L1702 L >+

A.F.Zarnecki Wyktad X



| Moment pedu I

W ogolnym przypadku bryla sztywna moze nie mie€ zadnej osi symetrii.

Jak wtedy wyznaczyC¢ moment pedu, znajgc predkoSc¢ katowa & ?

Z definicji momentu pedu: Z definicji bryly sztywnej:
L = Y miF x o U, = & X7
i
Otrzymujemy:
L= 3 Tmifix (@x7) = Y m|&rf—7 (7 @)
i i

korzystamy z tozsamosci wektorowej: A x (E X (7) = B (ff : (7) —C (ff : E)

Kierunek L zalezy od kierunku & jak i potozeh poszczegélnych elementéw bryty 7.

A.F.Zarnecki Wyktad X 8



Moment pedu

Rozpisujac na sktadowe:

ri = (@i, Yi, ) G = (wg, wy,wz) = TiW = Tiwr t+ Yiwy + 2wz

Otrzymujemy (na przyktadzie L.):

L, = Z m; [wx 7“7;2 — x; (xywr + Y;wy + zzwz)]
)

2 2
— wx-E mi(ri—xi)—wy-g mia;z-yi—wz-g m; T;2%;

L, zalezy w ogo6lnosci od wszystkich skladowych predkosci katowe;j !
Podobnie:

> 9
Ly —we Y myzy; + owy > mi(rf —yd) — we Y my Yz

2 2
—wx-Zmi T;2; — Wy'zmi Yizi + wz'zmi(ri _Zi)

1

L,

A.F.Zarnecki Wyktad X 9



‘ Tensor momentu bezwtadnosSci I

Wyrazenie na sktadowe L mozemy zapisat w postaci macierzowej:

( Ly ) ( Smi(r? —x?) =Y m; 2y — > my Tz ) ( Wi )

L= 1|Ly | = —Ymi iy Ymi(r? — ) —Xm, vz | wy

\ L: ) \ —Xmimiz T miyiz Lmi(rf =27 |\ ws )
_}

L — T - &

tensor momentu bezwtadnosSci

Skiadowe tensora - wspotczynniki bezwitadnosci ogolna postac (u,v = =x,v, 2)
( Ing Ipy gz \ luy = Zmi(éuv 7“7;2 — uv;)
7 lub
I = | Iz Iy I
yx vy Yyz Ty o /de("F)((Suv 7“2 — u ’U)

I Izy I
K )delta Kroneckera: 6y = 1 dlau=v 1| O dlau # v

A.F.Zarnecki Wyktad X 10



‘ Tensor momentu bezwtadnosSci I

Przyktad
Cztery masy rozmieszczone w rogach szescianu:
v A
a M Tensor bezwtadnoSci
o |
- [ 2 -1 0)
o2 . 0 0 2,
Z

-Ma2

A.F.Zarnecki Wyktad X



| Osie gtdwne I

W ogolnym przypadku wszystkie wspotczynniki bezwtadnoSci moga by¢€ r6zne od zera
(tensor symetryczny = 6 niezaleznych wielkoSci)

Okazuje sie jednak, ze w kazdym przypadku mozna tak obrocic osie uktadu odniesienia,
zeby elementy pozadiagonalne znikaty: (diagonalizacja tensora)

Iacy = Iz :Iyz :Iyac :szzlzyzo

uktad taki definiuje nam osie gtowne bryty  (kierunki wlasne tensora)
Jesli bryta ma oS symetrii to bedzie ona jedna z osi gtdwnych !

—=- pozostaja tylko 3 wspoétczynniki diagonalne I, Iy, .. (wartoSci wtasne)

E — (Laj, Ly, Lz) — (Ixx We, Iyy CUy, IZZ CUZ)
Dla obrotu wokoét osi gtéwnej L || &

np. & = (w,0,0) = L = (Ipzw,0,0) = [42@

A.F.Zarnecki Wyktad X 12



Przyktad

v A

| Osie gtdwne I

Cztery masy rozmieszczone w rogach szeScianu:

<

=<V

Tensor bezwiadnoSci

100
I = |1030]| Md?
00 2

Z Osie X', Y’ i Z sg osiami gtéwnymi I:
e 0§ X' - najmniejszy moment bezwtadnosSci
e 0S Y’ - najwiekszy moment bezwtadnosci
e 0§ Z - posredni moment bezwtadnoSci
A.F.Zarnecki Wyktad X 13



Osie gtowne

lan

SzeSc
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Osie gtdwne

W przypadku bryly wirujacej swobodnie (stata wartos¢ L)
stabilny ruch obrotowy (staty kierunek wektora &) mozliwy jest
tylko wokot osi gtdwnych o najwiekszym i najmniejszym momencie bezwladnosSci

OS o najwiekszym I OS o poSrednim [ OS o0 najmniejszym I

7

/
/|

obrot stabilny obrot niestabilny

obrot stabilny



| Osie gtdwne I

Energia kinetyczna w uktadzie osi gtownych

1 .- 1

Jesli natozymy wiezy narzucajgce obrot ciata ze stata predkosScig kagtowg &
to przyjmie ono utozenie odpowiadajgce maksymalnej energii kinetycznej
= obrot wokot osi 0 najwiekszym momencie bezwtadnosci
— maksymalna warto§¢ momentu pedu

Wirujgcy dysk Wirujacy pret

( i aalls ( e P

A.F.Zarnecki Wyktad X 16



Osie gtowne

Wirujacy tancuszek
Przybiera ksztait obreczy alp

odpowiadajgcy maksymalnemu momentowi bezwitadnosci <~
— maksymalnej wartoSci momentu pedu

= maksymalnej energii kinetycznej

W uktadzie obracajacym sie

Sita odSrodkowa dgzy do rozmieszczenia masy jak najdalej od osi obrotu.

Stabilny jest stan odpowiadajgcy minimum energii potencjalnej (sity odsrodkowe))

. 1
F, = m; wzﬁL = E,; = 5 m; w2 ri
1 1
Ep — ZEp,i — —§w22mi TJQ_ — —5(4)2] — _Ek
) )

Minimum energii potencjalnej odpowiada maksimum energii kinetycznej.

W uktadzie laboratoryjnym = masa “oddala sie” od osi zgodnie z zasadg bezwtadnosci



Mechanika ptynow

Plyn
Substancja, ktéra moze dowolnie zmieniac swoj ksztatt w zaleznoSci od naczynia,

w ktdérym sie znajduje, a takze swobodnie sie przemieszczac (przeptywac)
pod wptywem przytozonych sit (cisnien).

W tej ogolnej definicji do ptyndw zaliczamy zarowno ciecze jak i gazy!

Mikroskopowo ptynem nazwiemy substancje, ktorej molekuty moga swobodnie
przemieszczac sie wzgledem siebie (w odréznieniu od molekut w krysztatach).

Przy czym w cieczach molekuty pozostajg zwigzane wzajemnymi oddziatywaniami,
a W gazie nie sa ze soba zwigzane.
Ptyn doskonaty (idealny)

Plynem doskonalym nazwiemy ciecz nieSciSliwa, w ktérej nie wystepuja opory ruchu
(poza bezwtadnoscia cieczy).



| Pojecia podstawowe I

Gestosc
Definiujemy jako stosunek masy do objetosci (tak jak dla ciat statych):
, Am
p = Ilim ——
AV —-0 AV

W przypadku ptynu doskonatego p = const. W ogolym przypadku p = p(x,y, 2, t).
PredkosSc przeptywu

Definiujemy jako granice Sredniej predkosci niewielkiej

objetosci ptynu. Am —
A—)

7 = lim =P =

AV—=0 Am g 4 v

W ogolnym przypadku, takze dla ptynu doskonatego,
zalezy od potozeniai czasu: v = v(x,y, z,t).

Przeplyw stacjonarny: niezalezny od czasu, v = v(x, vy, z)

\
/

A.F.Zarnecki Wyktad X



| Pojecia podstawowe I
Roéwnanie ciggtosci

W przypadku przeptywu stacjonarnego, zmiana pred-
kosci przeptywu wzdtuz lini pradu wigze sie ze zmiang
przekroju poprzecznego: przeptyw masy przez kolejne
powierzchnie musi byc taki sam

Si1v1p1 = Spv2p2

Dla ptynu idealnego:
Sv = const
CiSnienie
Sita dziatajgca na jednostke powierzchni elementu
ptynu ze strony ptynu lub Scianek naczynia

£
AS
A.F.Zarnecki Wyktad X

p:




Statyka

Prawo Pascala

Sformutowane w potowie XVIlw. przez Blaise’a Pascala

Jezeli na ciecz lub gaz w zbiorniku zamknietym wywierane
jest ciSnienie zewnetrzne, to ciSnienie wewnatrz zbiornika jest
wszedzie jednakowe i réwne ciSnieniu zewnetrznemu.

Prawo to obowigzuje w przypadku statycznym (ptyn nie porusza
sie). Nie uwzglednia tez wptywu oddziatywania grawitacyjnego
(ciSnienienia hydrostatycznego).

Prasa hudrauliczna

Przyktad wykorzystania prawa Shl
Pascala
R < 2l i'
p = -+ = 22
Sq So
—

S2 — [

F2 = (S2/S1)F1

T
T

A.F.Zarnecki Wyktad X
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Statyka

CiSnienienie hydrostatyczne

Szczegolnym przypadkiem oddziatywania na ciecz
jest pole grawitacyjne Ziemi. Na element o
powierzchni AS znajdujacy sie na giebokosci A
wywierane jest zewnetrzne ciSnienie pg oraz do-
datkowy nacisk stupa cieczy

N=AQ = pghAS

Catkowite ciSnienie na gtebokosci h wyniesie wiec:

p = pgh-+po

Po

:

A

S




Statyka

Sita wyporu

Prawo Arhimedesa wynika wprost ze wzoru na
ciSnienie hydrostatyczne. Dla prostopadloScianu za-
nurzonego catkowicie w cieczy o gestosci p:

W=N1—N> = pg(h+Ah) AS—pghAS
= pgAhAS
= pgV
gdzie V jest objetoScia ciata, czyli objetoScia
wypartej cieczy.
Sita wyporu jest rowna co do wartosci ciezarowi

cileczy wyparte] przez ciato (ale przeciwnie
skierowana)

W = —pV g

Po




Statyka

Sita wyporu

Rozwazmy naczynie z cieczga, do
ktorego wkladamy cialo o gestosci
mniejszej od gestosci cieczy.

Nowa wysokoScC cieczy w naczyniu gl

(h+ AR)S = hS+ zAS

Zanurzenie x wynika z sity wyporu

gpx AS = Q

Nacisk cieczy na dno naczynia po wiozeniu ciata wyniesie

N=gp(h+ Ah)S = gphS+gpzAS = gphS + Q

Nacisk zwieksza sie doktadnie o ciezar ptywajgcego ciata.



Przeptyw ptynu

Plyn idealny
Dla ptynu idealnego nie wystepuja opory ruchu - przeptyw odbywa sie bez strat energii.

Plyn idealny jest tez niescisliwy - nie zmienia sie jego energia wewnetrzna (pomijamy zmi-
any temperatury). Mozemy wykorzystac zasade zachowania energii do opisu przeptywu!

Rozwazmy objetoSC ptynu ograniczong powierzch-
niami S 1 S»>. W czasie At przesunie sie ona

odpowiednio o Al Al,
>~ D,
Al = A AN E— AN e 82 V,
1 v1 AL 2 vo AT R v
1

Praca sit ciSnienienia dziatajacego na rozwazang
objetoSc¢ ptynu wyniesie

AW, p1S1Al1 — prS>Als
= p1AV —po AV

gdzie z réwnania ciggtosci: S1 Al = Sy Aly, = AV



Przeptyw ptynu

Jesli przeptyw jest stacjonarny to zmiane energii kinetycznej wybranej objetosci cieczy
mozemy policzyC zauwazajac, ze po czasie At objetoSC AV poruszajgca sie z predkos-
cig v'; zastepuje objetoS¢ AV poruszajgca sie z predkoscia v

Al Al
2 2 2= P
AV pvs AV pvg S, v,
AEk — — pl v
2 2 S,
Zmiana energii kinetyczne] wynika z pracy
wykonanej przez sity ciSnienia
AV pvs AV pv?
AW, = piAV — ppAV = 2’0 2_2VPYU AR,
2 2
dzielac przez AV pL—po = pSQ — P;Jl
Ale powierzchnie S i So> moglismy wybra¢ dowolnie. Musi wiec by¢ speinione
2
p+ s const

2



| Prawo Bernouliego I

Jesli przeptyw odbywa sie w polu grawitacyjnym
g to dodatkowo trzeba uwzgledni¢ zmiane energii
potencjalneyj:

AE, = AV pgy—AVpguyr

Z zachowania energii mamy wtedy:

AW, = AE, + AE,

Co prowadzi do ostatecznego wzoru:

2
v
p + pgy + p2 = const

zwanego prawem Bernouliego

Al

0%

A.F.Zarnecki Wyktad X
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| Prawo Bernouliego I
Przyktad

Z jaka predkoscig wyptywa ciecz z naczynia, jesli otwor
znajduje sie h ponizej poziomu cieczy? P

* >

Stosujgc prawo Bernouliego do punktow A i B:

p v?
2

p0‘|‘

/29

po + pgh

= (Y

Tak jak przy spadku swobodnym lub wahadle!  Zaniedbujemy opory!

Dysza Venturiego

Przyrzad stuzacy do pomiaru predkoSci cieczy - 4}[!‘ I
lub gazu

P, 2 2 PU% -7 ‘
Ap = pgh = 5(”2 —vi) = 5

Po

A.F.Zarnecki




‘ Ruch w osrodku I

Prawo Bernouliego ttumaczy takze powstawanie sity nosSnej w przypadku ciat
(na przykiad skrzydta samolotu) poruszajgcych sie w oSrodku.

Sita noSna

CiSnienie jest mniejsze w obszarze wiekszych predkosci optywania (p + % = const)
= cialo jest “wciggane” w obszar wiekszych predkosci

Ale mozna na to spojrzec€ tez z punktu widzenia praw Newtona! Sita noSna jest sita
reakcji! Ciato wymusza zmiane kierunku ruch czasteczek osrodka, pcha go “w dot”...

A.F.Zarnecki Wyktad X 29



‘ Ruch w osrodku I

Walec wirujgcy w przeptywajacej poprzecznie
do osi obrotu cieczy lub gazie.

Zjawisko Magnusa

zgodne kierunki predkoSci:

= predkoSc przeptywu wzrasta

= przyspieszenie dosrodkowe roSnie
= ciSnienie maleje

przeciwne kierunki predkoSci:

= predkosSc przeptywu maleje

= przyspieszenie doSrodkowe maleje
= ciSnienie wzrasta

.

A.F.Zarnecki Wyktad X 30
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Lepkosc

Ciato poruszajgce sie “tarcie wewnetrzne” pomiedzy warstwami cieczy
po powierzchni cieczy: poruszajgcymi sie z roznymi predkoSciami.

—

ViL Formuta empiryczna:
A —> — - (¥ S
— Fr, = —wyn—
] — L v d
! > gdzie: v - predkos¢ ciata
_ _ S - powierzchnia styku z ciecza
Warstwa cieczy przylegajaca do d - gleboko$é naczynia
ciata porusza sie wraz z nim. n - wspoétczynnik lepkosci

Warstwa cieczy przylegajaca do
dna spoczywa.

A.F.Zarnecki Wyktad X 31



Lepkosc

Typowe wartoSci: LepkoScC cieczy maleje z temperatura
LepkoSC gazOw roSnie z temperaturg
eter 0.0002 Ns/m?
woda 0.001 Ns/m? 1500 ~CiBcd
gliceryna 1.5 Ns/m? -=:§ S I
1000 F—
miod 500. Ns/m? & 750 ===y
, i
wodor 0.000009 Ns/m? T 500
powietrze | 0.000018 Ns/m? = 250 -
tlen 0.000021 Ns/m? 065 0735 085 055 108

wizgledna temperatura T/T;

A.F.Zarnecki Wyktad X 32



‘ Ruch w oSrodku I
Opor czotowy

Sity jakie dzialaja na ciato poruszajgce Z analizy wymiarowej:
sie w oSrodku mozemy podzieli¢ na:

_ S Fy = —iy —prQS wzér Newtona
e Site oporu czotowego Fo T| U 2
gdzie: wv - predkoS¢ ciata
S - powierzchnia poprzeczna
p - gestosc cieczy
C' -bezwymiarowy wspotczynnik zalezny od
ksztaltu ciata, jego orientacji wzgledem v
oraz bezwymiarowej kombinacji parametrow:

o site nosng Fy L o

vip

n
Re - liczba Reynoldsa, [ - wymiar poprzeczny

Re =

O.Reynolds (1883): skalowanie przeptywow cieczy

A.F.Zarnecki Wyktad X 33



‘ Ruch w oSrodku I
Opor czotowy

Dla ciata kulistego i Re < 1 Wyniki pomiaréw wspoétczynnika C dla kuli:
istnieje Sciste rozwigzanie problemu:
(G.Stokes 1851)

J

-y
100 =

24
C = —

Re 10
Fy = —omnr U

wapolczynnik oporu czolowego, C

Sita oporu proporcjonalna do v L 4 T
adrrcilll T O~ 0.45
0,06
_ o 107" 10¢ 10! 10 10 1o 10° 10°
W obszarze duzych wartoSci Re liczba Reynoldsa, Re
C =~ const mate predkosSci duze predkosci

Fo ~ ’02

A.F.Zarnecki Wyktad X 34



‘ Ruch w osrodku I

Predkosc graniczna Réwnanie ruchu kuli spadajacej w cieczy (Re < 1)

ma = mg — mpg — 6TNrU

Rozwigzanie (ruch w pionie):

6
™nr t)

v(t) = wvgr + (vg— vgr)exp (— —

>

vgr - predko$¢ graniczna’
A.F.Zarnecki Wyktad X 35




‘ Ruch w osrodku I

Predkosc graniczna ZaleznosSc od ksztattu
Dla kuli spadajacej w cieczy (Re < 1) Kula:
S 2 7“29(,0_/019) Fy, = —6m nr v
r — q
9 n ~ —188nrd
droga przebyta w powietrzu Dysk (J_ Qj’)
0 50 100 200 400 G600
6o |- f.ff | Fy = —16 nr v
£
2
3 ol .
3 ‘ Dysk (|| ):
: . 32
B gl Fo = —nrd
'E_ 4 e) 3 7]
= spadanie cxlowicka
zowivachkosed 130 m
i e e ey
i A Y

e 1 ::;l:'-:';.'r:iu. w sekundach

A.F.Zarnecki Wyktad X 36



Egzamin

Przyktadowe pytania testowe:

1. Wektor momentu pedu L jest rownolegty do predkosci katowej &

A

D

dla symetrycznego tensora I

dla & || osi gtdbwnej

B

dla diagonalnego tensora I C| zawsze

2. Swobodnie wirujgca bryta sztywna ma stabilnych osi obrotu przynajmniej

A

dwie

B| szeSc

C| trzy

3. Rownanie ciggtosci dla przeptywu ptyndéw wynika z zachowania

A

enerqii

B | masy

C | gestoSci

D| jedna

D| pedu

4. PredkoSc z jaka wyptywa woda przez otwor w dolnej krawedzi beczki, wraz z obnizaniem sie poziomu
wody w beczce

A

jest stata

B

roSnie

C

maleje D

zalezy od kierunku otworu

5. Sita lepkosci, dziatajgca na ciato poruszajgce sie po powierzchni cieczy, nie zalezy od

A

powierzchni

B

gestosSci cieczy

C | predkosci ciata

D | glebokosci naczynia
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