Uklad wspolrzednych na plaszczyznie.

Fizvka I (Mechanika) 2013/14: Cwiczenia, seria I

Zadanie 1.

Odcinek o statej dlugosci porusza si¢ tak, ze jego
punkty kofcowe A i1 B S§lizgaja si¢ po osiach
odpowiednio x 1 y pewnego prostokatnego uktadu
wspotrzednych. Jaki tor zakresla punkt M dzielacy
odcinek AB w stosunku a:b? jaki ksztalt ma tor dla

Wektory, wspolrzedne, operacje na
wektorach

Wielkosci wystepujace w przyrodzie
mozemy podzieli¢ na:

skalarne, to jest takie wielkosci,
ktore potrafimy opisaé przy
pomocy jednej liczby (skalara),
np. masa, czy temperatura.
wektorowe, czyli  wielkosci,
ktore charakteryzujemy podajac
ich warto$¢ oraz kierunek (np.
predkosé, ped, sita).
Historycznie pojgcie  wektora

wywodzi si¢ z przemieszczenia.
Opisujac przemieszczenie jakiegos
obiektu, nie wystarczy podac
wielko$¢ tego przemieszczenia (np.
100 m) lecz rowniez jego kierunek -
np. obiekt przemiescit si¢ o 100 m. w kierunku péinocno-zachodnim. Na rysunku 1 zaprezentowane sa
dwa punkty 4 1 B. Przemieszczenie obiektu z punktu 4 do punktu B mozna wyrazi¢ symbolicznie przy
pomocy strzatki, ktdrej poczatek umieszczony jest w punkcie A4, za$ grot w punkcie B. Kierunek
wskazywany przez strzatke okresla kierunek przemieszczenia si¢ obiektu, za$ dtugos¢ strzatki wyraza
wielko$¢ przesunigecia. Wielkos$ci, ktore zachowuja si¢ jak opisane powyzej przemieszczenie, nazywamy
wektorami.
Graficznie wektory przedstawiane sa za pomoca strzatki, piszac je natomiast mozemy uzy¢ pogrubionej
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Ilustracja pojgcia przemieszczenia. Przemieszenie obiektu z
punktu A do punktu B mozna opisa¢ za pomoca wektora, ktory
graficznie symbolizuje sig strzatka.

czcionki, np. a lub tez rysowaé strzalke nad litera symbolizujaca wielko$é wektorowa, np: 4. Czesto

interesuje nas tylko wartos¢ (dhugos¢) wektora, ktdra oznacza si¢ w nastepujacy sposob: a, a lub |ﬂ|
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Rownosé wektorow.

Na rysunku obok zaprezentowano trzy wektory.
Wszystkie wektory maja t¢ sama dlugosc,
kierunek 1 zwrot, ilustruja zatem to samo
przemieszczenie.

Z powyzszego rysunku wynika rowniez, ze
rownolegte przesunig¢cie wektorow nie zmienia A
zawartej w nich informacji.

>,

Pojecie wektora i drogi.

Chociaz pojecie wektora wywodzi si¢ z opisu przemieszczenia \(

obiektu, droga przebyta przez obiekt oraz jego przemieszczenie moga |

by¢ zupeie inne co zilustrowano na rysunku obok. Ciato poruszajac
si¢ z punkt A do punktu B moze porusza¢ si¢ pod drodze zaznaczone;j
kolorem czerwonym lub niebieskim. Obydwie drogi sa rézne, chociaz
odpowiadaja takiemu samemu przemieszeniu.

Mnozenie wektorow przez skalar.

A E=3-4
R >

- E=-3.4
#’ <

W wyniku mnozenia wektora A przez liczbe A powstaje wektor o tym samym kierunku 1 A razy

wigkszej dlugosci: E=4-4 Zwrot wektora zalezy od znaku skalara.

Dodawanie wektorow.
Wektorow nie mozna dodawaé w sposob algebraiczny. Na
rysunku ponizej zaprezentowano przemieszczenie obiektu

z punktu 4 do punktu B (wyrazone przez wektor -'TE") oraz
dalsze przemieszczenie tego obiektu z punktu B do punktu

C (opisane wektorem BC Wypadkowym
przemieszczeniem jest przesunigcie si¢ obiektu z punktu 4
do C. Mozemy zauwazyc¢, ze: A

B+ 2|+ e




Zadanie 2.

Metoda trojkata oraz metoda réwnolegtoboku dodaj do siebie wektory zaprezentowane na ponizszych
rysunkach:

NA L

Odejmowanie wektorow.

Odejmowanie wektoréw mozna zdefiniowa¢ wprowadzajac

pojecie wektora przeciwnego.

Wektor przeciwny do wektora 4 to wektor o tym samym A —A
kierunku i dlugosci, ale o przeciwny zwrocie.

W tym miejscu proponuje po raz pierwszy pokazac, jak
wyglada roznica dwoch wektorow o tej samej dlugosci, ale nieco obroconych, by zaczqc¢ oswajac
studentow z myslq, ze jest ona prostopadta do odjemnej (i odjemnika) dla roznicy (kqta) dazaqcej do zera.

Zadanie 3.

Metoda trojkata oraz metoda rownolegtoboku odejmij od siebie wektory z zadania 2.

Prosze zwroci¢ uwage na przemiennos¢ dodawanie i nieprzemiennos¢ odejmowania.

Wektor jednostkowy.

Przy opisie wektora wygodnie jest
wprowadzi¢  pojecie  wektora  jednostkowego
(wersora), to jest wektora o okreslonym kierunku i
dhugos$ci réwnej 1. Na rysunku obok zaprezentowano

wektor & o dlugosci rownej 1 i kierunku
réwnoleglym do wektora 7 .

Uklad wspolrzednych kartezjanskich.

Wektory najczgéciej wiazemy z pewnymi

uktadami wspoétrzednych. Ponizej pokazano wektor 4
w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych, .
utworzonym przez dwie prostopadle do siebie osie. Hustracja do pojecia wektora i wektora
W fizyce stosuje si¢ réwniez inne ukladu jednostkowego (wersora).

wspotrzednych (np. biegunowe, walcowe, sferyczne).
Zastosowanie odpowiedniego uktadu wspotrzednych
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moze uprosci¢ opis rozpatrywanego zagadnienia.

Ptaski uktad wspotrzednych kartezjanskich tworza dwie

Y - prostopadte osie. Wspotrzedne wektora A mozna
obliczy¢ zgodnie ze wzorem: -
ay ...................................... : Ay = IAIKG{‘!’}
A @y = |4] cusl?)

Z kolei majac wspolrzgdne wektora, mozna okresli¢ jego
dtugo$¢ i1 kierunek (rozumiany tutaj jako kat pomigdzy
wektorem a osig X):

¢ )= va+8

>
= 1;-=m'-ctan§-§-

Rozklad wektora na wektory skladowe

W danym uktadzie wspoirzednych wektor mozna roztozy¢ na sktadowe, czyli rzuty wektora na
osie uktadu wspohrzednych, co bardzo czgsto upraszcza dalsze rozwiazywanie danego problemu
Operacje na sktadowych wektora mozna bowiem wykonywaé jak na skalarach. Na rysunku pOIllZQ]

przedstawiono dwuwymiarowy uklad kartezjanski, w ktorym wprowadzono dwa wersory . i &
réwnolegte do osi uktadu oraz roztozono wektor A na dwie sktadowe: &= = afc oraz E' - = bE),
Y 4 A= Ay Ex +ay 8y Rozktad wektora na skladowe w plaskim
7= uktadzie wspotrzednych kartezjanskich. Zapis
- [ax ’ ay] wektora w tym ukladzie wspétrzednych jest
a, IBx|= 18, =1 nastepujacy:
A ; A=ﬂ'x'§x+ﬂ'}"§}'
: lub
L | &4 ’ A = [a,. ay.a.]
ayey A :
¢
> —
€y X
ax eX

Majac wektory wyrazone za pomoca wspotrzednych, dodawanie ich mozna zrealizowa¢ w nastepujaco:

l

Je§li: A=ay fx+a, & | B=b& +b, &

to: C=A+B =0, 8 0y B+ b #0, 8 =, + 005 + (8, +5,) 7

-

lub € =A+E= I'ﬂxsﬂ}'] + Iéjxsb}'] = Iﬂ.t' + b0, + 1”;?}-]

Zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa w plaskim uktadzie wspotrzednych kartezjanskich dtugos¢ wektora

il = i 3 4 g%
wyraza si¢ przez: IAI @i+ a5
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W lepszych grupach (lub dla lepszych studentow) mozna zasygnalizowac w tym miejscu istnienie innych
rozktadow, np. we wspotrzednych cylindrycznych.

Zadanie 4. 5
Na rysunku obok zaprezentowano dwa wektory. Yy
e Rozloz te wektory na sktadowe. )

| A
e Znajdz katy, jakie tworza z osia X. . /

e  Wyznacz dlugos¢ tych wektorow.

e Dodaj wektory do siebie metoda algebraiczna i 7 7 5 X
-1
graficzna.
-2 4
Zadanie 5.

Z plazy wyrusza 16dz wiostowa pod katem ¢=30° wzgledem
brzegu. Zaraz po odbiciu od brzegu t6dz wptyngta w gesta mgle i Y
przestata by¢ widoczna. Kiedy ponownie ukazata si¢ obserwatorom,
pomiary wykazaly, iz znajduje si¢ w odlegtosci d = 4km od miejsca
wyptynigcia i kontynuowala rejs zgodnie z obranym kursem. Policz w

jakiej odlegtosci od brzegu znajdowata si¢ 16dka, kiedy wyptyneta z d=4km
mgly oraz jak daleko znajdowala si¢ w kierunku X od miejsca
wyplynigcia. Oznaczenie osi wskazuje jej kierunek dodatni. p=30°

/

/

X

Zadanie 6.
£.6dz z poprzedniego zadania, po przebyciu odlegtosci 4 km, zmienila kurs na p=60° wzgledem brzegu
(osi X). Kursem tym ptyngla przez kolejne 2 km, po czym zatrzymata si¢. Oblicz w jakiej odlegtosci od
miejsca rozpoczgcia rejsu zatrzymata sig 16dz.

Iloczyn skalarny wektorow

Przed wprowadzeniem iloczynu skalarnego warto
studentom powiedzie¢, ze iloczyn dwoch wektor mozna
zdefiniowa¢ w dowolny sposob. Natomiast postugujemy si¢ taka a
nie inng postacia iloczynoéw, poniewaz pewne wielkosci w fizyce
zachowuja sig tak, iz podlegaja tego typu operacjom.

lloczyn skalarny wektoréw oznaczamy jako A-F jest
zdefiniowany w sposOb nastepujacy: /
A-F= FI- El-cus&

gdzie: © to kat pomigdzy wektorami.

Jesli znamy wspotrzedne wektora w ptaskim uktadzie kartezjanskim:

—

A=0y €+ Gy 8 E=be, +by 8,



iloczyn skalarny mozemy policzy¢ w nastepujacy: ArB=a,b tay by

e Iloczyn skalarny jest przemienny: A -B =B+ 4

A-F= Ffl-cw@lﬁl

e Jesli zapiszemy iloczyn skalarny w nastepujacej postaci:
to mozemy zauwazy¢, iz FI “coa@ jest dlugos$cia rzutu wektora A na wektor E

o Jesli wektory sa rownolegle, iloczyn skalarny osiaga maksymalna wartos'c',ﬁ -E= I‘El ' |§I ~cosl = F’:I - ﬁl
e Jesli wektory sa prostopadte, iloczyn skalarny jest rowny 0: A-F= Ffl ) EI' a0 =0

e W pfaskim ukfadzie kartezjariskim iloczyn skalarny wynosi: @4 *8 = @y by + @y, - by

Zadanie 7.

Dane sa dwa wektory: A= [3.:3v3] , E=[3+3]. Oblicz iloczyn skarlany wektorow dwoma
poznanymi przez ciebie sposobami.

Trojwymiarowy uklad wspolrzednych kartezjanskich

W przestrzeni trojwymiarowej przyjeto konwencje stosowania roznych uktadow wspotrzednych, migdzy
innymi kartezjanskiego, pokazanego na rysunku obok. Wektory sa w nich wyrazone za pomoca trzech
liczb, okreslajacych stosunek dlugosci rzutow wektora na odpowiednie osie do dlugosci wersoréw osi,
czyli wspotrzednych wektora :

(bx by bZ )
=08, +b, & +b &

A:(ax a, az), B
A=a,#. + Gy By + Gzl | F
Analogicznie, suma:
C=d+b=a, i o, i+ af+bd +b @ ¢80 =@ +0)7 + (@, +8,) 7 + @, +2,)5
czy tez iloczyn skalarny.
§'§=:}x'#xi—:}}-'$}-i—ﬂn-$g

IHoczyn wektorowy

- -

Tloczyn wektorowy wektorow 4 i B oznaczamy w nastgpujacy sposob: & = AX &
Wynikiem mnozenia wektorowego dwoch wektorow jest wektor €, ktorego:
e dlugos¢ jest rowna: |C| = P‘I' |§| - sin(d) , gdzie @ jest mniejszym z katow pomiedzy wektorami 4 i B |

—

e kierunek jest zawsze prostopadly do plaszczyzny wyznaczonej przez wektory 4 i 5|

—F

o zwrot okreslony jest tak, aby uktad tworzony przez wektory 4, B i € byt uktadem prawoskretnym.

Zadanie 8.

— —

Wektor A4 o dtugosci 6 jednostek i wektor B o
dlugosci 10 jednostek tworza ze soba kat 30°.

N

Wyznacz iloczyn wektorowy: € = AXE  Zaznacz

kierunek i zwrot wektora € na rysunku. ¢ =30




Zadanie 9.

Pokaz, ze zachodzi rownos¢ A X & =-Ex A

Predkos¢ ciala w ruchu jednowymiarowym

Dla opisu ruchu ciata musimy
podac zbidr wielkosci, ktore pozwalaja ' ' ' ' ’ - ' ' ' na
jednoznaczne okreslenie potozenie
tegoz ciata wzgledem wybranego
przez nas punktu — S$rodka uktadu
odniesienia w dowolnej chwili czasu.

him)
2

Tym zbiorem wielkosci jest wektor T,
ktory czesto podajemy we
wspotrzednych kartezjanskich:
L) = @)y zE

Rozpatrzmy na poczatku prosty
przypadek — ruch postgpowy wzdluz pewnej linii prostej. Do opisu takiego ruchu wystarczy nam tylko
jedna wspolrzedna wektora 7. Niech
ta wspotrzedna bedzie 2. W takim 35
prostym zagadnieniu uktad | x[ml
wspotrzednych redukuje si¢ oczywiscie . (iz)'
do jednej osi liczbowe;. ]

Zatézmy, ze obiekt poruszatl si¢
ruchem jednostajnym: x(z) = vyt +x,, 20

) " | 1

gdzie vy jest pewnym parametrem, a xg
oznacza polozenie ciata w chwili
rozpoczgceia ruchu ( w czasie ¢ = t) = 0).
Przebieg potozenia wzgledem czasu

15

x(t1)
10

zaprezentowano na ponizszym rysunku. 5 |
Wielko$¢ vy nazywana jest
predkoscia obiektu, czyli droga jaka 0

0 2 4t 6 8 10 12

przebyt on w jakims$ czasie:
tﬂ=§=.¥{t::]' %Gty ) _ G b5 + Xp)-fwg + 8y +x¢}=
it P £ = Ty
W przypadku ruchu jednostajnego: predkos¢ ciata jest stata 1 réwna wspotczynnikowi kierunkowemu
funkcji liniowej obrazujacej zalezno$¢ migdzy przebyta droga a czasem.
W og6lnym przypadku predkos¢ nie jest stata. Doktadnej jej okreslenie wymaga, by odcinki czasu
At byly jak najmniejsze:

'y

) _mo gt + ALY — x(8))
chwrileowa — = i

Tak zdefiniowana predko$¢ nazywamy chwilowa. Jest to jest predkos¢ np. pokazywana w samochodzie
przez predkosciomierz.

Predkos¢ okreslong wzorem: v = A nazywamy predkoscia $rednia (mozemy wywolaé taka

funkcj¢ np. w predkosciomierzu rowerowym). W przypadku ruchu jednostajnego obie definicje sa
tozsame.



Zadanie 10.

Samochod przebywa potowe drogi z predkoscia chwilowa v, = 40 m/s i druga potowe drogi z predkoscia chwilowa
v, = 60 m/s. Wyznacz $rednia predko$¢ na catej drodze.

Zadanie 11.

Odleglos¢ migdzy punktami 4 i B wynosi xo=
80 km. Z punktu 4 w kierunku 4B wyjezdza
motocyklista z predkoscia v; = 50 km/h.
Rownoczesnie z punktu B wyjezdza w tym
samym kierunku samochéd z predkoscia v, = 30
km/h. Kiedy i w jakiej odlegtosci od punktu 4
motocyklista dogoni samochod? Przedstaw ruch
pojazdéw na wykresie.

Zadanie 12.

Rowerzysta jadacy z predkoscia v; = 15 km/h spotyka na swojej drodze pieszego. Po #, = 5 min. Od spotkania
rowerzysta dojezdza do biblioteki, w ktorej przebywa t, = 1 h i 10 min., po czym z predkoscia 15 km/h jedzie
spowrotem i po #; = 30 min. dogania pieszego. Pieszy idzie caly czas ze stata predkoscia v,. Okreslic te predkosc i
przedstawi¢ ruch rowerzysty i pieszego graficznie.

Rozniczkowanie funkcji

W fizyce interesujqce sq procesy, w ktorych jakas wielkos¢ sie zmienia (najczesciej w funkcji czasu). Aby
opisac ilosciowo szybkos¢ zmian, wygodnie jest wprowadzi¢ pochodnq funkcji.

Proponuje zaczqé od przyktadow na wykresach roznych funkcji, np. f(t)=sin(at) i pokazac, gdzie zmiany
sq szybkie, a gdzie powolne.

lim  x(t + Ar) — x(t)
At —0 At
roézniczkowaniem funkcji x(2), a wielko$¢ v(z) nazywamy pochodna funkcji x(¢) po zmiennej ¢. Predko$¢
jest wiec pochodna drogi po czasie. Czgsto stosuje sig

W matematyce obliczanie nastgpujacego wyrazenia : v(f) = nazywane jest

A

. . . d. . , .
inne oznaczenia: v(¢) =x'(t) =x(¢) = jx wielkosci Y
t

dx = fim [x(t + At) — x(t)] oraz dt = lim (AY) =g .
A0 At 0 {44

nazywane sa rozniczkami, odpowiednio drogi i czasu.
Jak wynika z definicji pochodnej, jest ona granica
t, +Af) — x(¢ .
x(Z, )—x(t,) . Jej
At o
. . . .o 0 X X
interpretacja geometryczna: warto§¢ pochodnej jest

ciagu ilorazéw réznicowych

wspotczynnikiem nachylenia stycznej do krzywej obrazujacej funkcj¢ x(?) w punkcie #y: %(zo) =g .

Jezeli ruch odbywa si¢ w przestrzeni trojwymiarowej, predko$¢ chwilowa jest wektorem
trojwymiarowym, a kazda z jej wspotrzednych obliczamy jako pochodna odpowiedniej wspotrzednej



przestrzennej polozenia ciata po czasie: v(¢) =(vx v, vz)z(% % %j Predkos¢ chwilowa na

dv, dv, dv. J

ogot takze jest funkcja czasu, a jej pochodna nazywana jest przyspieszeniem: a(t) = [ 7 7 7
t t t

Zadanie 13.

Ciato moze porusza¢ si¢ ruchem prostoliniowym, a
jego potozenie ciata wzgledem poczatku uktadu — xm
wspotrzednych ~ opisuje  nastgpujacy — wzor:

[P
x(t)=—at".
(1) 5
e Narysuj zalezno$¢ drogi od czasu X+ Ax 4

e znajdz i narysuj predko$¢ i przyspieszenie
ciata w funkcji czasu

Zadanie 14.
Wyznacz pochodne nastgpujacych funkcji: tls]
a) iloczyn u funkcji przez stala: F () = aglx)

b) sumy funkcji: G = b + glx)

¢) iloczynu funkcji  f(x) = g(x)- h(x)
d) funkcji potegowych; J () = x* , F ) =x* oraz wiedzac, ze pochodna iloczynu dwoch funkcji:
h(x) = f(x) - 90x)  wyznacza sie w nastepujacy sposéb:

dh(d) _ dfGd dg()

Na podstawie wynikéw otrzymanych rowniez w punkcie a) i b), mozemy stwierdzi¢ , ze jesli F&d = x™
to

Af 0 _ 1
—ax - a1t
_ )
: . hx) ===
¢) Wyznacz pochodna ilorazu funkcji lx)
1
f) Wyznacz pochodna funkcji = X,

g) Wyznacz pochodna funkcji: @ = [aldl* oraz f1x) = coslwx + ¢) wiedzac ze, pochodna funkcji
Gr@) _ dglx) dal)
ztozonej: F&) = gthld) wynosi: dx —  dx dx

h) Wyznacz pochodna funkcji: f&) = tgled oraz fG) = ctgled

Zadanie 15.



Bomba wulkaniczna wyrzucona z krateru A o wysokosci y4 = 3.3 km, pod katem o = 35° do
poziomu, spadta na ziemie w punkcie B u podnéza wulkanu w odleglosci xz = 9.4 km.
a) ile wynosita wartos¢ predkosci poczatkowej vy bomby ?
b) jak dtugo trwal lot bomby?
c¢) jaka maksymalna wysokos$¢ wzgledem podstawy wulkanu osiagneta bomba w czasie lotu ? Poda¢
odlegtos¢ tego maksimum od wulkanu

Zadanie 16.

Wysokos$¢ rakiety nad powierzchnia Ziemi w trakcie jej pierwszych kilkudziesigciu sekund lotu opisuje
, hith=10m]+9.2-
wzOr

m 1
—|-t*-0.1 -t?
ﬂz] %I ). Znajdz predkos¢ ciata w 40 oraz 80 sekundzie lotu.

Funkcja pierwotna, calki

W fizyce wiele zjawisk opisujq rownania zawierajqce pochodne funkcji, 't
np. rownanie ruchu Newtona. Aby wyznaczy¢ te funkcje (w przypadku S
rownania Newtona — predkosc i potozenie od czasu) trzeba umieé A7
znajdowac funkcje, ktorej pochodna jest znana. Taka funkcja nazywa sie 'f ‘

funkcjq pierwotnq. : y 1 w

Na poczqtek ¢wiczenia ,,graficzne”: zatézmy, Ze znamy predkosé w funkcji
czasu, chcemy zas wyznaczy¢ przebytq droge w funkcji czasu.

Dzielimy interesujacy nas odcinek czasu od #y do ¢ na k rownych odcinkow, kazdy o dtugosci Ar.
Potozenie ciata w czasie t mozna policzy¢ ze wzoru:

s(t) =s(t,) +v(t,)At +v(t)At +v(t, ) At + ...+ v(t, )AL +v(t, )At

gdzie s(ty) oznacza poczatkowe potozenie ciata- w chwili #y. Innymi stowy:

s(t)=s(t,)+ iv(tk )At .

Obliczenia sa tym bardziej doktadne, im podziat jest drobniejszy :

lim k-1 t
s(t) = s(ty) + A > 03 w(e)Ar = 5(t,) + [ v(e)dt
k — oo =0 ty

Droge mozemy wigc obliczy¢ jako catke z predkosci po czasie. Interpretacja geometryczna catki
oznaczonej, to pole powierzchni pod krzywa predkosci zawarte miedzy rz¢gdnymi od ¢, do ¢.

ds(ty ~ lm  s(t+A)—s(t)

dt At 0 At -

stwierdzamy, ze catkowanie jest operacja odwrotna do rdézniczkowania.

dF ()
dt

Podstawiajac tak obliczona drogg do wzoru na pochodna:

v(?)

Funkcja F(¢) = J. f(t)dt, taka, ze

= f(¢) jest nazywana funkcja pierwotna dla f(t) lub calka

Iy
nieoznaczong. Z powyzszego wynika, Ze calka oznaczona .[ f@®dt=F(t,)-F().

4
Zadanie 17.

Wyznacz warto$ci nast¢pujacych calek:

L
L t2de
a)



—dt
b) A I*
g
L —ar
c) L

Zadanie 18.

Predkos¢ ciata w ruchu prostoliniowym dana jest zaleznoscia:
viD=a-t

gdzie a=2 m/s” (patrz rysunek ponizej)

Oblicz droge przebyta przez cialo od 0 do 11 s oraz od 3 do 11 sek.

30
VIm/s]
25 /
20
15

10

B 10 12 14
t[s]

Zadanie 19.

W chwili # = 0 s ciato zaczyna porusza¢ si¢ ruchem jednostajnym z predkoscia vo= 5 m/s. Po uptywie 8 s
ruch ciala zmienit si¢ na jednostajnie przyspieszony z przyspieszeniem a = 15 m/s>. Znalezé predkosé i
potozenie ciata w 20 — tej sekundzie ruchu.

Zadanie 20.

Pilce nadano na progu rowni predkos¢ vy, ktérej wektor
skierowany byl pod katem ¢ do powierzchni réwni. j’ \
Nachylenie rowni do poziomu wynosi 6. Wyznaczyé¢
odlegtos¢, mierzona wzdhiz réwni, na jaka przemiesci si¢

Ui
pitka do momentu zderzenia z rownia. Dla jakiego kata ¢ . \('/
przy zadanym kacie @ zasi¢g mierzony wzdhuz réwni jest (l)j’/"r@;

maksymalny?

Zadanie 21.

Czlowiek porusza si¢ na drezynie za stata predkoscia vy=9.1
m/s. Chce przerzuci¢ pitkg¢ przez obrgcz umocowana do s Tl = \O
preta przy torach 1 bedaca H=4.9 m powyzej wysokosci H ‘l’oﬁj

N

jego reki, w taki sposob, aby pitka poruszala si¢ z J,=94 {E
predkos$cia pozioma w momencie przechodzenia przez




obrecz. Rzuca pitke z predkoscia v’'=10,8 m/s w stosunku do wlasnego uktadu odniesienia.
(a) Jaka powinna by¢ sktadowa pionowa predkosci poczatkowej pitki?
(b) Po jakim czasie pitka przejdzie przez obrgcz?
(c) W jakiej odleglosci od obreczy liczonej poziomo, czlowiek musi wykona¢ rzut?
(d) Jaki jest kierunek predkosci poczatkowej pitki w uktadzie odniesienia czlowieka?
(e) Jaki jest kierunek predkosci poczatkowej pitki w uktadzie obserwatora stojacego przy torach?

Zadanie 22.

Dwa samochody poruszaja si¢ jednym pasem z predkoscia vy = 60 km/h oraz odstepem dy. W chwili ty samochdd
poprzedzajacy zaczyna hamowac. Aby unikna¢ wypadku, kierowca samochodu jadacego z tytu zaczyna hamowac,
lecz jego reakcja jest opdzniona o At = 1s. PrzySpieszenie obydwu samochodow w trakcie hamowania wynosi
ap=13.2 ms™. Jaki powinien by¢ odstep samochodow d, aby nie doszto do sthiczki?

Zadanie 23.

W centrum Warszawy obowigzuje ograniczenie predkosci do 50 km/h. Zatdézmy, ze kierowca jadacy z maksymalng
dozwolong predkoscia zauwaza pieszego w odleglosci 40 m przed maska samochodu, po czym natychmiast naciska
hamulec 1 od tego momentu samochdd porusza si¢ ruchem jednostajnie opdznionym tak, iz zatrzymuje si¢ tuz
przed przechodniem.

Inny kierowca uznal, ze przekroczenie predkosci o 10 km/h nie jest powaznym wykroczeniem (to zaledwie 20%
dopuszczalnej wartosci - maksymalny mandat 50 zt i 1 punkt karny) i znalazt si¢ w takiej samej sytuacji, tzn.
zauwazyl pieszego 40 m przed soba i zaczat natychmiast hamowa¢ z takim samym przyspieszeniem.

Wylicz, z jaka predkoscia uderzy w pieszego drugie auto.

Inne zadania z rachunku catkowego — do wyboru

Obliczy¢ catki nieoznaczone:

a) Idx g) j(2sinx+3cosx)dx
b) j xdx
3 (1+x)°
c) I4x dx j-x(l +xx 7
d) j dx
e) [(2x" =537 +7x~3)dx i) [2375% dx
x2
Wi

Stosujac metodeg podstawienia obliczy¢ catki:

a) _[e""a’x d) ij\/sz —3dx

b) j sin(ax + b)dx

C)I dx
V2x -3
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	Funkcja pierwotna, całki  
	  
	Drogę możemy więc obliczyć jako całkę z prędkości po czasie. Interpretacja geometryczna całki oznaczonej, to pole powierzchni pod krzywą prędkości zawarte miedzy rzędnymi od t0 do t.  
	Podstawiając tak obliczoną drogę do wzoru na pochodną:   stwierdzamy, że całkowanie jest operacją odwrotna do różniczkowania.  



