
Prawa ruhu: dynamika

Fizyka I (Mehanika)

Wyk�ad III:

� Si�y spr �e

�

zyste i opory ruhu

� Zasady dynamiki (przypomnienie)

� Równania ruhu

� Wi�ezy

� Prawa ruhu w uk�adzie nieinerjalnym

) si�y bezw�adno

´

si



Si�a spr �e

�

zysta

Prawo Hooke'a

Opisuje zale

�

zno

´

s

´

 si�y spr �e

�

zystej od

odkszta�enia ia�a:

L∆

L

S
F

F = E S

�L

L

E - modu� Younga [N=m

2

℄

napr�e

�

zenie odpowiadaj �ae dwukrotnemu wyd�u

�

zeniu

Prawo Hooke'a jest prawem empiryznym

Jest s�uszne tylko dla ma�yh napr�e

�

ze

´

n.

grania proporjonalno

´

si " (Pr)

grania wytrzyma�o

´

si #

Cu: E = 1:2 � 10

11

N

m

2

Pr = 1:9 � 10

8

N

m

2

Pr � 10

�3

E

A.F.

�
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Si�a spr �e

�

zysta

Relaksaja

Prawo Hooke'a odnosi si �e do sytuaji statyznej.

Od momentu przy�o

�

zenia si�y do osi �agni �eia

odpowiedniego odkszta�enie mija sko

´

nzony

zas - zas relaksaji

podobnie gdy si�a przestanie dzia�a

´



Histereza

Przy�o

�

zenie du

�

zej si�y, nawet na krótki

zas mo

�

ze powodowa

´

 trwa�e

odkszta�enie

) trzeba przy�o

�

zy

´

 si� �e

przeiwnie skierowan �a

A.F.

�

Zarneki Wyk�ad III 2



Tarie

Tarie kinetyzne

T

N

R
v

Si�a pojawiaj �aa si �e mi�edzy dwoma powierzhniami

poruszaj �aymi si �e wzgl �edem siebie, doiskanymi si� �a N.

´

Sis�y opis si� taria jest bardzo skomplikowany.

) Prawo empiryzne:

~

T = ��

k

~

i

v

N

~

i

v

=

~v
v

Si�a taria kinetyznego:

� jest proporjonalna do ? si�y doiskaj �aej

� nie zale

�

zy od powierzhni zetkni �eia

� nie zale

�

zy od pr�edko

´

si

Prawo empiryzne) przybli

�

zone !!!

A.F.

�
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Tarie

Obraz mikroskopowy

Tarie wywo�ane jest przez oddzia�ywanie

elektromagnetyzne z �astek stykaj �ayh

si �e ia�.

Powierzhnie nigdy nie s �a idealnie równe

na poziomie mikroskopowym z �astki

jednego ia�a �blokuj �a drog�e� z �astkom

drugiego ia�a

) musz �a zosta

´

 �odephni �ete�

wypolerowana mied´z)

A.F.

�
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Tarie

Zale

�

zno

´

s

´

 od naisku

Powierzhnia rzezywistego (mikroskopowego)

styku ia� jest w normalnyh warunkah wiele

rz�edów wielko

´

si mniejsza ni

�

z powierzhnia

geometryzna:

si�a u�amek

doiskaj �aa powierzhni

1 N/m

2

0.00001

2.5 N/m

2

0.000025

50 N/m

2

0.0005

250 N/m

2

0.0025

(p�ytki stalowe)

) efektywna powierzhnia styku

proporjonalna do naisku

) lizba oddzia�ywa

´

n na poziomie

atomowym proporjonalna do naisku

A.F.

�
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Tarie

Odst�epstwa od praw empiryznyh

Przy du

�

zyh pr�edko

´

siah mo

�

ze si �e

pojawi

´

 zale

�

zno

´

s

´

 �

k

od pr�edko

´

si v:

stal i mied´z

Przy bardzo du

�

zyh pr�edko

´

siah mied´z

ulega hwilowemy stopieniu...

Przy du

�

zyh si�ah doiskaj �ayh mog �a si �e

pojawi

´

 odst �epstwa od zale

�

znosi liniowej:

mied´z i mied

�

z

Przy du

�

zym nasisku zniszzeniu ulega

warstwa tlenków na powierzhni miedzi...

A.F.

�
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Tarie

´

Sieranie

Na poziomie mikroskopowym tarie

prowadzi trwa�yh zmian w stykaj �ayh

si �e powierzhniah.

Fragmenty miedzi przy� �azone

do powierzhni stali:

Smarowanie

Tarie zmniejszamy wprowadzaj �a smar

mi�edzy poruszaj �ae si �e powierzhnie.

Powierzhnie nie stykaj �a si �e) brak taria

) pojawia si �e jednak nowa si�a oporu

zwi �azana z lepko

´

si �a

A.F.

�
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Tarie

Tarie statyzne

RT

N
mg

Cia�o pozostaje w równowadze

dzi �eki dzia�aniu taria statyznego

Si�a dzia�aj �aa mi�edzy dwoma powierzhniami

nieruhomymi wzgl �edem siebie, doiskanymi si� �a N.

Maksymalna (!) si�a taria statyznego T

max

S

jest

równa najmniejszej sile F jak �a nale

�

zy przy�o

�

zy

´

 do

ia�a, aby ruszy

´

 je z miejsa.

Prawo empiryzne:

~

T

max

S

= ��

s

~

i

F

N

~

i

F

=

~

F
F

A.F.

�
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Tarie

Tarie statyzne

Póki przy�o

�

zona si�a

~

F jest ma�a, tarie statyzne

utrzymuje ia�o w spozynku:

~

T

s

= �

~

F

) si�a taria ro

´

snie proporjonalnie do przy�o

�

zonej si�y.

Gdy przy�o

�

zona si�a przekrozy warto

´

s

´

 T

max

S

= �

s

�N

ia�o zazyna si �e porusza

´

) tarie kinetyzne

T

s

Tarie kinetyzne naogó� s�absze od spozynkowego: �

k

< �

s

A.F.

�
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Tarie

K �at granizny

R

Q

T

α

α

N

Jest to maksymalny k �at nahylenia równi, przy

którym si�a taria pozwala na utrzymanie go w

równowadze. Z warunku równowagi:

T = Q sin�

N = Q os�

Z de�niji wspó�zynnika taria statyznego:

T

max

S

= �

S

�N

Otrzymujemy:

Q sin�

gr

= �

S

�Q os�

gr

�

S

= tan�

gr

A.F.

�
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Tarie

Wspó�zynniki taria

Przyk�adowe wspó�zynniki

dla wybranyh materia�ów:

Hamowanie samohodu:

wa

�

zne aby ko�a nie zaz�e�y si �e

´

slizga

´



� po

´

slizg ) �

k

� dobry kierowa lub ABS) �

s

zysk �40% na drodze hamowania

A.F.

�
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Tarie

Tarie tozne

r

µ

F

Q R

N

Toz �ae si �e ia�o odkszta�a zawsze

powierzhni �e po której si �e tozy.

Poza tariem statyznym i kinetyznym

(po

´

slizgowym) mamy tarie tozne:

~

T

t

= ��

t

~

i

F

N

r

Wspó�zynnik taria toznego �

t

jest zwykle bardzo ma�y

Przyk�adowo:

� drewno + drewno) �

t

= 0,0005 m

� stal hartowana + stal ) �

t

= 0,00001 m

(wymiar d�ugo

´

si!)

A.F.

�
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I zasada dynamiki

Zasada bezw�adno

´

si

�Ka

�

zde ia�o trwa w swym stanie spozynku lub ruhu prostoliniowego i jednostajnego,

je

´

sli si�y przy�o

�

zone nie zmuszaj

�

z ia�a do zmiany tego stanu.� I.Newton

Uk�ad w którym obowi �azuje I zasada dynamiki nazywamy uk�adem inerjalnym.

Je

´

sli istnieje jeden uk�ad inerjalny to istnieje

niesko

´

nzenie wiele uk�adów inerjalnyh.

ka

�

zdy inny uk�ad poruszaj �ay si �e wzgl �edem niego

z pr�edko

´

si �a

~

V = onst

Zasada bezw�adno

´

si jest równowa

�

zna z postulatem:

Istnieje uk�ad inerjalny

A.F.

�
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II zasada dynamiki

II prawo Newtona

�Zmiana ruhu jest proporjonalna do przy�o

�

zonej si�y poruszaj �aej

i odbywa si �e w kierunku prostej, wzd�u

�

z której si�a jest przy�o

�

zona�

Zmiana ruhu ia�a (w uk�adzie inerjalnym) jest zawsze wynikiem

oddzia�ywania otozenia (innyh ia�).

Oddzia�ywanie to opisujemy ilo

´

siowo wprowadzaj �a poj �eie si�y

Si�a jest wielko

´

si �a wektorow �a (kierunek zmiany ruhu)

Si�y mo

�

zemy porównywa

´

 ilo

´

siowo niezale

�

znie od ruhu ia�

naogó� wykorzystujemy przy tym I zasad�e dynamiki (równowaga si�)

np. porównywanie i �e

�

zaru poprzez wa

�

zenie ia�, pomiar si�y dynamometrem...

A.F.

�
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III zasada dynamiki

Zasada akji i reakji

F12

F  = −F21 12

�Ka

�

zdemu dzia�aniu towarzyszy

równe i przeiwnie skierowane

przeiwdzia�anie.

Wzajemne oddzia�ywania dwóh ia�

s �a zawsze równe sobie

i skierowane przeiwnie.�

~

F

12

= �

~

F

21

A.F.

�
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Zasady dynamiki

Przyk�ad

Kloek na równi bez taria

R

Q

Fwyp

m

α

α

N
Na kloek dzia�aj �a si�y i �e

�

zko

´

si i reakji równi:

~

F

wyp

=

~

Q+

~

R

W kierunku prostopad�ym do powierzhni równi

nie ma ruhu ) nie ma przyspieszenia ) si�y

równowa

�

z �a si �e:

R = Q � os�

Si�a wypadkowa dzia�a równolegle do równi:

F

wyp

= Q � sin�

) ma = mg � sin�

a = g � sin�

A.F.

�
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Równania ruhu

Podstawowym zagadnieniem dynamiki jest rozwi �azywanie równa

´

n ruhu,

zyli okre

´

slanie ruhu ia�a ze znajomo

´

si dzia�aj �ayh na nie si�.

Posta

´

 ogólna

Si�a dzia�aj �aa na ia�o mo

�

ze zale

�

ze

´

 od po�o

�

zenia i pr �edko

´

si z �astki oraz zasu

~

F =

~

F (~r;~v; t)

) równanie ruhu:

m

d

2

~r(t)

dt

2

=

~

F (~r; ~v; t)

Uk�ad trzeh równa

´

n ró

�

znizkowyh drugiego rz�edu m(

d

2

x

dt

2

;

d

2

y

dt

2

;

d

2

z

dt

2

) = (F

x

; F

y

; F

z

)

Ogólne rozwi �azanie ma sze

´

s

´

 sta�yh a�kowania:

~r = ~r (t; C

1

; C

2

; : : : ; C

6

)

A.F.

�
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Równania ruhu

Warunki poz �atkowe

Aby

´

si

´

sle okre

´

sli

´

 ruh ia�a musimy poza rozwi �azaniem równa

´

n ruhu

wyznazy

´

 warto

´

si wolnyh parametrów (w ogólnym przypadku sze

´

siu)

Najz�e

´

siej dokonujemy tego okre

´

slaj �a warunki poz �atkowe:

~r

0

= ~r (t

0

)

~v

0

= ~v (t

0

) t

0

- wybrana �hwila poz¡tkowa�

W mehanie klasyznej obowi �azuje �zasada przyzynowo

´

si�

Je

´

sli znamy równania ruhu oraz dok�adnie poznamy warunki poz �atkowe

mo

�

zemy jednoznaznie okre

´

sli

´

 stan uk�adu w przesz�o

´

si i w przysz�o

´

si.

Zahowanie obiektów mikro

´

swiata (np. z �astek elementarnyh) nie jest deterministyzne.

Granie stosowalno

´

si mehaniki klasyznej okre

´

sla warto

´

s

´

 sta�ej Planka h = 6:626 � 10

�34

J � s

A.F.

�
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Rówanania ruhu

Przyk�ad

W ogólnym przypadku si�a spr�e�zysta mo

�

ze by

´

 przedstawiona w postai:

~

F = �k ~r

Si�a entralna - dzia�aj �aa zawsze w kierunku

´

srodka uk�adu

(zawsze mo

�

zemy tak wybra

´

), stara si �e przywrói

´

 ia�o do po�o

�

zenia równowagi.

Równanie ruhu sprowadza si �e do postai:

d

2

~r

dt

2

= �!

2

~r ; gdzie: ! =

s

k

m

) osylator harmonizny.

Ogólne rozwi �azanie równania ruhu:

~r(t) =

~

A � os!t +

~

B � sin!t

A.F.

�
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Rówanania ruhu

Osylator harmonizny

Warto

´

si

~

A i

~

B mo

�

zemy wyznazy

´

 z warunków poz �atkowyh:

~r

0

= ~r(0) =

~

A

~v

0

= ~v(0) = !

~

B

) ~r(t) = ~r

0

� os!t +

~v

0

!

� sin!t

Ruh jest p�aski, odbywa si �e w p�aszzy´znie wyznazonej przez ~r

0

i ~v

0

.

Torem ruhu w ogólnym przypadku jest elipsa.

W szzególnym przypadku torem ruhu mo

�

ze by

´

:

� odinek, je

´

sli ~r

0

jj~v

0

(albo ~r

0

= 0 albo ~v

0

= 0)

� okr �ag, je

´

sli ~r

0

? ~v

0

i v

0

= ! � r

0

A.F.

�
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Równania ruhu

Do tej pory rozwa

�

zali

´

smy ruh ia�a, które mo

�

ze si �e przemieszza

´



bez ogranize

´

n w a�ej trójwymiarowej przestrzeni - trzy stopnie swobody: f=3.

W ka

�

zdej hwili stan ia�a opisuje sze

´

s

´

 parametrów (dwa wektory: ~r i ~v)

Wi�ezy

V

x

y

z

W wielu przypadkah ruh ia�a jest jednak

ogranizony) z �astka nieswobodna

( powierzhnia wi �ezów

Ogólny warunek opisuj �ay powierzhnie:

h(x; y; z; t) = 0

) dwa stopnie swobody f=2

ztery parametry poz �atkowe

A.F.

�
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Równania ruhu

Wi�ezy

x

y

z

V

( krzywa wi�ezów

Krzyw �a w przestrzeni mo

�

zemy opisa

´

 porzez dwa warunki:

h

1

(x; y; z; t) = 0

h

2

(x; y; z; t) = 0

) jeden stopie

´

n swobody f=1,

dwa parametry poz �atkowe

Do równania ruhu musimy wprowadzi

´

 dodatkow �a si� �e reakji wi �ezów

m

d

2

~r(t)

dt

2

=

~

F (~r; ~v; t) +

~

F

R

gdzie:

~

F (~r;~v; t) - si�y zewn�etrzne,

~

F

R

- reakja wi �ezów

A.F.

�
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Rówanania ruhu

Wi�ezy

Przy braku oporów ruhu (wi �ezy idealne)

si�a reakji wi �ezów jest zawsze prostopad�a

do powierzhni lub krzywej wi �ezów.

Wi�ezy mog �a by

´

 stajonarne

(skleronomizne), niezale

�

zne od zasu:

h(x; y; z) = 0

lub zale

�

zne od zasu (reonomizne):

h(x; y; z; t) = 0

Przyk�ad Wahad�o jednowymiarowe

lθ

F=mg

FR

y

z

V

Równania wi �ezów:

l

2

� x

2

� y

2

� z

2

= 0 - sfera

x = 0 - pªaszzyzna

A.F.

�
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Rówanania ruhu

Wahad�o

lθ

F=mg

FR

y

z

V

Warunki narzuone przez wi �ezy naj�atwiej uwzgl �edni

´



opisuj �a po�o

�

zenie kulki przez k �at�:

y = l sin�

z = �l os�

O sile reakji F

R

(t) wiemy,

�

ze dzia�a wzd�u

�

z nii:

d

2

y

dt

2

= �

F

R

m

sin�

d

2

z

dt

2

= �g+

F

R

m

os�

) przyspieszenie styzne nie zale

�

zy od F

R

:

a

�

� os�

d

2

y

dt

2

+ sin�

d

2

z

dt

2

= �g � sin�

A.F.

�
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Rówanania ruhu

Wahad�o

lθ

F=mg

FR

y

z

V

W przybli

�

zeniu ma�yh k �atów (sin � � �)

otrzymujemy:

a

�

= l

d

2

�

dt

2

= �g ��

) równanie osylatora harmoniznego:

d

2

�

dt

2

= �

g

l

��

Cz�esto

´

s

´

 drga

´

n:

! =

r

g

l

okres drga

´

n:

T = 2�

s

l

g

A.F.

�
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Rówanania ruhu

Wahad�o

Rozwi �azanie równania osylatora

harmoniznego:

�(t) = �

0

� os(!t)

Si�a reakji wyznazona przez pod-

stawienie rozwi �azania do równa-

nia ruhu (w przybli

�

zeniu ma�yh

k �atów):

F

R

(�) = mg

�

1 +�

2
0

�

3
2

�

2

(t)

�

]° [Θ
−30 −20 −10 0 10 20 30

 [m
g]

RF

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

Maksymalne wychylenie
°30

°20

°10

A.F.

�
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Uk�ad inerjalny

Zasada bezw�adno

´

si

�Ka

�

zde ia�o trwa w swym stanie spozynku lub ruhu prostoliniowego i jednostajnego,

je

´

sli si�y przy�o

�

zone nie zmuszaj

�

z ia�a do zmiany tego stanu.� I.Newton

Uk�ad odniesienia w którym spe�niona jest zasada bezw�adno

´

si nazywamy

uk�adem inerjalnym

Zasada bezw�adno

´

si jest równowa

�

zna z postulatem itnienia uk�adu inerjalnego

W uk�adzie inerjalnym ruh ia�a jest jednoznaznie zadany przez

dzia�aj �ae na nie si�y zewn�etrzne (równanie ruhu) + warunki poz �atkowe

m

d

2

~r(t)

dt

2

=

~

F (~r;~v; t) +

~

F

R

~r(t

0

) = ~r

0

~v(t

0

) = ~v

0

A.F.

�
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Uk�ady nieinerjalne

Opis ruhu

Wózek porusza si �e z przyspieszenien ~a wzgl �edem sto�u

a

Z punktu widzenia obserwatora

zwi �azanego ze sto�em kulka pozostaje

w spozynku.

Wynika to z zasady bezw�adno

´

si -

si�y dzia�aj �ae na kulk�e równowa

�

z �a si �e

~

F = 0 , ~a = 0

−a

Z punktu widzenia obserwatora

zwi �azanego z wózkiem kulka porusza si �e

z przyspieszeniem �~a

) prawa Newtona nie s �a spe�nione !

Oba uk�ady nie mog �a by

´

 inerjalne.

Prawa ruhu w uk�adzie nieinerjalnym

wymagaj �a mody�kaji

A.F.

�
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Uk�ady nieinerjalne

Prawa ruhu

Przyjmijmy,

�

ze uk�ad O' porusza si �e z przyspieszeniem wzgl �edem uk�adu inerjalnego O.

Osie obu uk�adów pozostaj �a a�y zas równoleg�e (brak obrotów)!

Nieh ~r

Æ

(t) opisuje po�o

�

zenie uk�adu O' w O. Przyspieszenie: ~a

Æ

=

d

2

~r

Æ

dt

2

Po�o

�

zenie punktu materialnego mierzone w uk�adah O i O': (geometria)

~r(t) = ~r

0

(t) + ~r

Æ

(t)

Po�o

�

zenie jest funkj �a zasu t, który nie zale

�

zy od uk�adu odniesienia.

Przyspieszenie punktu materialnego mierzone w uk�adah O i O': (pohodna)

~a = ~a

0

+ ~a

Æ

Przyspieszenie w ruhu wzgl �ednym uk�adów deyduje o relaji

mierzonyh warto

´

si przyspiesze

´

n!

A.F.

�
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Uk�ady nieinerjalne

Prawa ruhu

Prawa ruhu w uk�adzie inerjalnym O:

m~a =

~

F(~r;~v; t) +

~

F

R

Przyspieszenie mierzone w uk�adzie O' mo

�

zemy teraz wyrazi

´



przez przyspieszenie w uk�adzie O:

m~a

0

= m~a � m~a

Æ

) w uk�adzie nieinerjalnym O':

m~a

0

=

~

F (~r

0

; ~v

0

; t) +

~

F

R

� m~a

Æ

W uk�adzie nieinerjalnym mo

�

zemy korzysta

´

 z równania ruhu,

ale musimy uzupe�ni

´

 je o si� �e bezw�adno

´

si (si�a pozorna)

~

F

b

= �m~a

Æ

A.F.

�
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Uk�ady nieinerjalne

Prawa ruhu

Wahad�o w uk�adzie nieinerjalnym

poruszaj �aym si �e z przyspieszeniem

~a wzgl �edem uk�adu inerjalnego

−a

ΘR

mg

Fb

o

Opróz si�y i �e

�

zko

´

sim~g i reakji

~

R

musimy uwzgl �edni

´

 pozorn �a si� �e

bezw�adno

´

si

~

F

b

= �m~a

Æ

Opis ruhu mo

�

zna upro

´

si

´

 wprowadzaj �a

efektywne przyspieszenie ziemskie:

~g

0

= ~g � ~a

Æ

si�y bezw�adno

´

si � si�y grawitaji

) odhylenie po�o

�

zenia równowagi:

tan � =

a

Æ

g

Przyspieszenie drga

´

n:

!

0 2

=

g

0

l

=

q

g

2

+ a

2

l

A.F.

�
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Uk�ady nieinerjalne

Prawa ruhu

Je

´

sli a

Æ

� g) w uk�adzie poruszaj �aym si �e z przyspieszeniem ~a

Æ

? ~g

obserwujemy pozorn �a zmian�e kierunku dzia�ania si�y i �e

�

zko

´

si:

Ciez w nazyniu:

~a = 0 ~a 6= 0

Balon z helem:

~a = 0 ~a 6= 0

A.F.

�
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Uk�ady nieinerjalne

Równia

α
−a

Fb

o

R

mg

si�y dzia�aj �ae w uk�adzie wózka

Wózek zsuwa si �e bez taria po równi pohy�ej.

Zaniedbuj �a ruh obrotowy kó� przyspieszenie

wózka:

a

Æ

= g sin�

W uk�adzie zwi �azanym z wózkiem dzia�a-

j �aa na wahad�o si�a bezw�adno

´

si jest równa

o do warto

´

si (lez przeiwnie skierowana)

równoleg�ej sk�adowej i �e

�

zaru.

Na wahad�o dzia�a pozorna si�a i �e

�

zko

´

si

prostopad�a do powierzhni równi.

g

0

= g

?

= g os� < g

) spowolnienie drga

´

n

A.F.

�
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Uk�ady nieinerjalne

Spadek swobodny

W uk�adzie odniesienia poruszaj �aym si �e z

przyspieszeniem ~a

Æ

jj~g obserwujemy pozorn �a zmian�e

warto

´

si przyspieszenie grawitayjnego:

~g

0

= ~g � ~a

Æ

W uk�adzie zwi �azanym z ia�em spadaj �aym

swobodnie ~a

Æ

= ~g

~g

0

= 0

) stan niewa

�

zko

´

si

A.F.

�
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Egzamin

Przyk�adowe pytania testowe:

1. Dwa kloki o masahm

1

= 2 m

2

zsuwaj �a si �e z tej samej wysoko

´

si po równi pohy�ej. Stosunek ih

pr�edko

´

si na ko

´

nu równi v

1

=v

2

wynosi

A 2 B 1/2 C 1 D 1/4

2. Na poziomie mikroskopowym proporjonalno

´

s

´

 si�y taria do si�y naisku wi �a

�

ze si �e ze

A wzrostem rzezywistej powierzhni styku B odkrzta�eniem spr�e

�

zystym powierzhni

C zmniejszeniem odleg�o

´

si mi�edzy atomami D silniejszym elektryzowaniem ia�

3. Cia�o spozywa na równi nahylonej pod k �atem �. Warto

´

s

´

 taria statyznego wynosi

A Q sin� B �

s

Q os� C �

s

Q D �

s

Q sin�

4. Okres drga

´

n wahad�a w rakieie, le �aej pionowo blisko powierzhni Ziemi z przyspieszeniem ~a 6= 0

jest taki sam jak w nieruhomej rakieie. Wynika z tego,

�

ze

A ~a = �2 ~g B ~a = 2 ~g C ~a = �~g D ~a = ~g

A.F.

�
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