
Zasady za
howania

Fizyka I (Me
hanika)

Wyk�ad IV:

� Prawa ru
hu w uk�adzie nieiner
jalnym

� Zasada za
howania p�edu

� Ru
h 
ia� o zmiennej masie

� Pra
a, mo
, energia kinety
zna

� Si�y za
howaw
ze, energia poten
jalna, zasada za
howania energii



Uk�ad iner
jalny

Zasada bezw�adno

´

s
i

�Ka

�

zde 
ia�o trwa w swym stanie spo
zynku lub ru
hu prostoliniowego i jednostajnego,

je

´

sli si�y przy�o

�

zone nie zmuszaj

�

z 
ia�a do zmiany tego stanu.� I.Newton

Uk�ad odniesienia w którym spe�niona jest zasada bezw�adno

´

s
i nazywamy

uk�adem iner
jalnym

Zasada bezw�adno

´

s
i jest równowa

�

zna z postulatem itnienia uk�adu iner
jalnego

W uk�adzie iner
jalnym ru
h 
ia�a jest jednozna
znie zadany przez

dzia�aj �a
e na nie si�y zewn�etrzne (równanie ru
hu) + warunki po
z �atkowe

m

d

2

~r(t)

dt

2

=

~

F (~r;~v; t) +

~

F

R

~r(t

0

) = ~r

0

~v(t

0

) = ~v

0

A.F.

�
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Uk�ady nieiner
jalne

Opis ru
hu

Wózek porusza si �e z przyspieszenien ~a wzgl �edem sto�u

a

Z punktu widzenia obserwatora

zwi �azanego ze sto�em kulka pozostaje

w spo
zynku.

Wynika to z zasady bezw�adno

´

s
i -

si�y dzia�aj �a
e na kulk�e równowa

�

z �a si �e

~

F = 0 , ~a = 0

−a

Z punktu widzenia obserwatora

zwi �azanego z wózkiem kulka porusza si �e

z przyspieszeniem �~a

) prawa Newtona nie s �a spe�nione !

Oba uk�ady nie mog �a by

´


 iner
jalne.

Prawa ru
hu w uk�adzie nieiner
jalnym

wymagaj �a mody�ka
ji

A.F.

�
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Uk�ady nieiner
jalne

Prawa ru
hu

Przyjmijmy,

�

ze uk�ad O' porusza si �e z przyspieszeniem wzgl �edem uk�adu iner
jalnego O.

Osie obu uk�adów pozostaj �a 
a�y 
zas równoleg�e (brak obrotów)!

Nie
h ~r

Æ

(t) opisuje po�o

�

zenie uk�adu O' w O. Przyspieszenie: ~a

Æ

=

d

2

~r

Æ

dt

2

Po�o

�

zenie punktu materialnego mierzone w uk�ada
h O i O': (geometria)

~r(t) = ~r

0

(t) + ~r

Æ

(t)

Po�o

�

zenie jest funk
j �a 
zasu t, który nie zale

�

zy od uk�adu odniesienia.

Przyspieszenie punktu materialnego mierzone w uk�ada
h O i O': (po
hodna)

~a = ~a

0

+ ~a

Æ

Przyspieszenie w ru
hu wzgl �ednym uk�adów de
yduje o rela
ji

mierzony
h warto

´

s
i przyspiesze

´

n!

A.F.

�
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Uk�ady nieiner
jalne

Prawa ru
hu

Prawa ru
hu w uk�adzie iner
jalnym O:

m~a =

~

F(~r;~v; t) +

~

F

R

Przyspieszenie mierzone w uk�adzie O' mo

�

zemy teraz wyrazi

´




przez przyspieszenie w uk�adzie O:

m~a

0

= m~a � m~a

Æ

) w uk�adzie nieiner
jalnym O':

m~a

0

=

~

F (~r

0

; ~v

0

; t) +

~

F

R

� m~a

Æ

W uk�adzie nieiner
jalnym mo

�

zemy korzysta

´


 z równania ru
hu,

ale musimy uzupe�ni

´


 je o si� �e bezw�adno

´

s
i (si�a pozorna)

~

F

b

= �m~a

Æ

A.F.

�
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Uk�ady nieiner
jalne

Prawa ru
hu

Wahad�o w uk�adzie nieiner
jalnym

poruszaj �a
ym si �e z przyspieszeniem

~a wzgl �edem uk�adu iner
jalnego

−a

ΘR

mg

Fb

o

Opró
z si�y 
i �e

�

zko

´

s
im~g i reak
ji

~

R

musimy uwzgl �edni

´


 pozorn �a si� �e

bezw�adno

´

s
i

~

F

b

= �m~a

Æ

Opis ru
hu mo

�

zna upro

´

s
i

´


 wprowadzaj �a


efektywne przyspieszenie ziemskie:

~g

0

= ~g � ~a

Æ

si�y bezw�adno

´

s
i � si�y grawita
ji

) od
hylenie po�o

�

zenia równowagi:

tan � =

a

Æ

g

Przyspieszenie drga

´

n:

!

0 2

=

g

0

l

=

q

g

2

+ a

2

l

A.F.

�
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Uk�ady nieiner
jalne

Prawa ru
hu

Je

´

sli a

Æ

� g) w uk�adzie poruszaj �a
ym si �e z przyspieszeniem ~a

Æ

? ~g

obserwujemy pozorn �a zmian�e kierunku dzia�ania si�y 
i �e

�

zko

´

s
i:

Cie
z w na
zyniu:

~a = 0 ~a 6= 0

Balon z helem:

~a = 0 ~a 6= 0

A.F.

�
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Uk�ady nieiner
jalne

Równia

α
−a

Fb

o

R

mg

si�y dzia�aj �a
e w uk�adzie wózka

Wózek zsuwa si �e bez tar
ia po równi po
hy�ej.

Zaniedbuj �a
 ru
h obrotowy kó� przyspieszenie

wózka:

a

Æ

= g sin�

W uk�adzie zwi �azanym z wózkiem dzia�a-

j �a
a na wahad�o si�a bezw�adno

´

s
i jest równa


o do warto

´

s
i (le
z prze
iwnie skierowana)

równoleg�ej sk�adowej 
i �e

�

zaru.

Na wahad�o dzia�a pozorna si�a 
i �e

�

zko

´

s
i

prostopad�a do powierz
hni równi.

g

0

= g

?

= g 
os� < g

) spowolnienie drga

´

n

A.F.

�
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Uk�ady nieiner
jalne

Spadek swobodny

W uk�adzie odniesienia poruszaj �a
ym si �e z

przyspieszeniem ~a

Æ

jj~g obserwujemy pozorn �a zmian�e

warto

´

s
i przyspieszenie grawita
yjnego:

~g

0

= ~g � ~a

Æ

W uk�adzie zwi �azanym z 
ia�em spadaj �a
ym

swobodnie ~a

Æ

= ~g

~g

0

= 0

) stan niewa

�

zko

´

s
i

A.F.

�
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II zasada dynamiki

Przypomnienie

Druga zasada dynamiki Newtona w posta
i �klasy
znej�

~

F = m ~a

Zale

�

zno

´

s

´


 s�uszna dla 
ia� który
h masa jest sta�a,m = 
onst

Mo

�

zemy to wykorzysta

´


 i przekszta�
i

´


 zale

�

zno

´

s

´


 do posta
i:

~

F = m

d~v

dt

m=
onst

=

d(m~v)

dt

=

d~p

dt

gdzie ~p = m~v - p�ed 
z �astki

~

F =

d~p

dt

�~p =

Z

�t

~

F dt = I - pop�d siªy

A.F.

�
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Zasada za
howania p�edu

Uk�ad izolowany

Ka

�

zde 
ia�o mo

�

ze w dowolny sposób

oddzia�ywa

´


 z innymi elementami uk�adu.

F

F

12

21

1

2

4

3

Brak oddzia�ywa

´

n ze

´

swiatem zewn�etrznym

III zasada dynamiki

Si�y z którymi dzia�aj �a na siebie 
ia�a i i j:

~

F

ij

= �

~

F

ji

Suma si� dzia�aj �a
y
h 
ia�o i:

~

F

�

i

=

X

j

~

F

ji

Suma si� dzia�aj �a
y
h na uk�ad:

~

F

tot

=

X

i

~

F

�

i

=

X

i

X

j

~

F

ji

=

X

j

X

i

�

~

F

ij

= �

~

F

tot

)

~

F

tot

= 0

A.F.

�
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Zasada za
howania p�edu

II zasada dynamiki

d~p

i

dt

=

~

F

�

i

dp2

1

2

4

3

dp1

dp

dp3

4

izolowany uk�ad iner
jalny

P�ed uk�adu

Prawo ru
hu uk�adu:

~

F

tot

=

X

i

~

F

�

i

=

X

i

d~p

i

dt

=

d

dt

X

i

~p

i

~

F

tot

= 0 )

X

i

~p

i

= 
onst

Dla dowolnego uk�adu izolowanego,

suma p�edów wszystki
h elementów

uk�adu pozostaje sta�a.

A.F.

�
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Zasada za
howania p�edu

Dla dowolnego uk�adu izolowanego,

suma p�edów wszystki
h elementów uk�adu pozostaje sta�a.

X

i

~p

i

= 
onst

p�edy mierzymy w uk�adzie iner
jalnym (!)

Zasada za
howania p�edu obowi �azuje w ka

�

zdej sytua
ji:

� zderzenia poruszaj �a
ego si �e 
ia�a z nieru
homym

� zderzenia dwó
h poruszaj �a
y
h si �e 
ia�

� �rozpadu� uk�adu na skutek dzia�ania

si� wewn�etrzny
h (np. wystrza� z armaty)

A.F.

�
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Zasada za
howania p�edu

Oddzia�ywanie dwó
h 
ia�

M 1 2M
M

1

< M

2

1V 2V

Uk�ad �rozpada si �e� pod wp�ywem

si� wewn�etrzny
h.

Je

´

sli na po
z �atku wszystkie obiekty

spo
zywaj �a

X

i

~p

i

= 0

to i po �rozpadzie� suma p�edów

musi by

´


 równa 0.

Dwa 
ia�a: (v

i

� 
)

m

1

~v

1

+m

2

~v

2

= 0

) ~v

2

= �

m

1

m

2

� ~v

1

)

v

2

v

1

=

m

1

m

2

A.F.

�
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Zasada za
howania p�edu

Zderzenia nieelasty
zne

V1V =02

M 2 M1

V2

M2 M1

Zderzeniem 
a�kowi
ie niespr �e

�

zystym

(
a�kowi
ie nieelasty
znym) nazywamy

zderzenie, w wyniku którego 
ia�a

pozostaj �a trwale z� �a
zone (lub nie

poruszaj �a si �e wzgl �edem siebie)

Gdy jedno z 
ia� spo
zywa

P�ed po
z �atkowy: ~p

i

= m

1

~v

1

P�ed ko

´

n
owy: ~p

f

= (m

1

+m

2

) � ~v

2

Zasada za
howania p�edu:

~p

i

= ~p

f

) ~v

2

=

m

1

m

1

+m

2

� ~v

1

A.F.

�
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Ru
h 
ia� o zmiennej masie

II zasada dynamiki w posta
i

~

F =

d~p

dt

mo

�

ze by

´


 w sz
zególno

´

s
i wykorzystana do opisu ru
hu 
ia�a o zmiennej masie.

W ogólnym przypadku: m = m(~r;~v; t)

Rakieta

Silnik rakietowy nap�edza rakiet �e na zasadzie odrzutu. Jej masa maleje.

Rozwa

�

zmy pra
�e silnika rakiety z punktu widzenia zasady za
howania p�edu.

m+dm

w v+dv

−dm

W 
zasie dt masa rakiety zmienia si �e zm dom+ dm (dm < 0 bo masa maleje)

jej pr �edko

´

s

´


 zmienia si �e z ~v do ~v+

~

dv.

Od rakiety od� �a
za si �e element o masie �dm > 0 poruszaj �a
y si �e z pr �edko

´

s
i �a ~w

A.F.

�
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Ru
h 
ia� o zmiennej masie

To w�a

´

snie w wyniku odrzutu rakieta zmienia swoj �a pr �edko

´

s

´


 o d~v

m+dm

w v+dv

−dm

Z zasady za
howania p�edu:

m~v = (m+ dm) (~v+ d~v)� dm ~w

0 = m d~v+ dm ~v+ dm d~v � dm ~w

) d~p = m d~v � �dm ~v+ dm ~w

= dm (~w � ~v) � dm ~v

odrz

Si�a odrzutu (si�a 
i �agu rakiety):

~

F

odrz

=

d~p

dt

=

dm

dt

~v

odrz

dm

dt

< 0

~

F

odrz

"# ~v

odrz

A.F.

�
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Ru
h 
ia� o zmiennej masie

Równanie ru
hu

Ru
h 
ia�a pod wp�ywem si�y odrzutu:

d~p

dt

= m

d~v

dt

=

~

F

zewn

+

dm

dt

~v

odrz

Zaniedbuj �a
 wp�yw si� zewn�etrzny
h:

(np. pola grawita
yjnego)

m

d~v

dt

=

dm

dt

~v

odrz

m

d~v

dm

�

dm

dt

=

dm

dt

~v

odrz

m

d~v

dm

= ~v

odrz

Ca�kuj �a
 stronami:

v

k

Z

v

Æ

d~v

~v

odrz

=

m

k

Z

m

Æ

dm

m

) ~v

k

= ~v

Æ

+ ~v

odrz

� ln

�

m

k

m

Æ

�

wzór Cio�kowskiego

Gdy zaniedbamy grawita
j �e, pr�edko

´

s

´


 ko

´

n
owa nie

zale

�

zy od tego jak szybko spalamy paliwo...

A.F.

�
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Ru
h 
ia� o zmiennej masie

Rakieta jednostopniowa

Rakieta o masie m

R

ma wynie

´

s

´


 satelit �e o

masiem

S

, zu

�

zywaj �a
 paliwo o masiem

P

:

m

m
m

v
P

R

S

odrz

Mo

�

zliwa do uzyskania pr �edko

´

s

´


 ko

´

n
owa:

v

k

= v

odrz

� ln

 

m

S

+m

R

+m

P

m

S

+m

R

!

� v

odrz

� ln(1 + f)

gdzie: f =

m

P

m

R

m

s

� m

R

stosunek masy paliwa do masy rakiety

Aby uzyska

´


 II pr �edko

´

s

´


 kosmi
zn �a

v

k

� 11 km=s (np. lot na Ksi �e

�

zy
)

przy silniku rakietowym v

odrz

=3km=s

f = exp

 

v

k

v

odrz

!

� 1 � 38

Teorety
znie mo

�

zliwe,

prakty
znie niewykonalne (?)...

i nieop�a
alne !...

A.F.

�
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Ru
h 
ia� o zmiennej masie

Rakieta dwustopniowa

Rakiet �e dzielimy na dwa 
z�ony o masa
hm

0
R

im

00

R

, m

0
R

+m

00

R

= m

R

w który
h znajduje si �e paliwo o masiem

0
P

im

00

P

: m

0
P

+m

00

P

= m

P

’

’

"

"
m

m

mm

m

S

P

RR

vodrz
P

Pr�edko

´

s

´


 ko

´

n
owa:

v

k

= v

odrz

�

"

ln

 

m

S

+m

R

+m

P

m

S

+m

R

+m

00

P

!

+ ln

 

m

S

+m

00

R

+m

00

P

m

S

+m

00

R

!#

W przybli

�

zenium

S

� m

00

R

� m

0
R

: v

k

� v

odrz

� 2 ln(1 + f)

Aby uzyska

´


 II pr �edko

´

s

´


 kosmi
zn �a v

k

� 11 km=s przy o v

odrz

= 3 km=s:

f = exp

 

v

k

2 v

odrz

!

� 1 � 5:3

Dla f � 10 (dla obu 
z�onów) mo

�

zna wystrzeli

´


 w kosmos m

S

� 0:6% (m

R

+m

P

)

przy optymalnym wyborzem

00

R

� 7% m

R

A.F.

�

Zarne
ki Wyk�ad IV 19



Pra
a i energia

Pra
a

FF

sA B

P

F

F

F

s

Θ

n

t

PA
B

Najprostszy przypadek:

Sta�a si�a

~

F dzia�a na 
ia�o P powoduj �a
 jego

przesuni �e
ie wzd�u

�

z kierunku dzia�ania si�y o ~s.

Pra
a jak �a wykona przy tym si�a

~

F

W

AB

= F � s

W przypadku si�y dzia�aj �a
ej pod k �atem w sto-

sunku do przesuni �e
ia pra
a jak �a wykonuje

W

AB

= F � s � 
os � =

~

F � ~s

Sk�adowa prostopad�a nie wykonuj �a pra
y!

Li
zy si �e tylko równoleg�a sk�adowa si�y...

A.F.

�
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Pra
a i energia

F

F

F

dr
Θ

P

n

t

1 2 3 4

5

1 2

3
4

5

dr dr dr dr
dr

F F
F F

F

Pra
a

Dowolna si�a

~

F dzia�a na punkt materialny P

Pra
a jak �a wykonuje si�a przy przesuni �e
iu o d~r

dW =

~

F � d~r = F 
os �ds = F

t

ds

Aby poli
zy

´


 pra
�e si�y

~

F dla dowolnej drogi, musimy

posumowa

´


 wk�ady od kolejny
h ma�y
h przesuni �e

´




) 
a�kowanie.

Pra
a si�y

~

F (~r) na drodze mi�edzy A i B

W

AB

=

B

Z

A

~

F(~r) � d~r

Si�y prostopad�e do przesuni �e
ia nie wykonuj �a pra
y!

si�a Lorenza, si�a Coriolisa, si�y reak
ji wi �ezów...

A.F.

�
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Pra
a i energia

Pra
a

W

s

F

x

F(x)

s

Przyk�ad:

Roz
i �agni �e
ie spr �e

�

zyny wymaga wykonania pra
y

prze
iwko sile spr �e

�

zysto

´

s
i:

F(x) = kx

Wykonana pra
a:

W =

s

Z

0

F(x) � dx

=

s

Z

0

kx � dx =

�

1
2

kx

2

�

s
0

=

1
2

ks

2

A.F.

�
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Pra
a i energia

1

2l

l

A

B

1l

2l

A

B

ds

dW = F ds

F

s

Pra
a

W ogólnym przypadku pra
a W

AB

jak �a wykonujemy

pod
zas ru
hu punktu z A do B mo

�

ze zale

�

ze

´


 od:

� przebytej drogi l

np. pra
a si� tar
ia b�edzie propor
jonalna do l

� toru ru
hu

np. je

´

sli si�y oporu zale

�

z �a od wyboru toru

� pr�edko

´

s
i

si�y oporu w o

´

srodku zale

�

z �a od pr�edko

´

s
i

� 
zasu

je

´

sli dzia�aj �a
e si�y zale

�

z �a od 
zasu

A.F.

�
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Pra
a i energia

Energia kinety
zna

FF

sA B

P

Przyjmijmy,

�

ze si�a

~

F jest si� �a wypadkow �a dzia-

�aj �a
 �a na 
ia�o P. Zmiana pr�edko

´

s
i w ru
hu

jednostajnie przyspieszonym:

v

B

� v

A

=

F

m

��t

=

F

m

�

s

hvi

=

F

m

�

2s

v

A

+ v

B

Gdzie skorzystali

´

smy z wyra

�

zenia na pr�edko

´

s

´




´

sredni �a: hvi =

v

A

+v

B

2

Otrzymujemy:

v

2

B

� v

2

A

= (v

B

� v

A

)(v

B

+ v

A

) =

2

m

� F � s =

2

m

�W

AB

) W

AB

=

mv

2

B

2

�

mv

2

A

2

= E

B

k

�E

A

k

= �E

k

Pra
�e mo

�

zemy wyrazi

´


 poprzez zmian�e energii kinety
znej 
ia�a E

k

=

mv

2

2

A.F.

�

Zarne
ki Wyk�ad IV 24



Pra
a i energia

Energia kinety
zna

Pra
a jak �a wykonuje si�a

~

F przy przesuni �e
iu P o ds

dW = F

t

ds = m a

t

ds = m

dv

dt

ds

dv

dt

ds = dv

ds

dt

) = m

ds

dt

dv = m v dv

Pra
a si�y

~

F (~r) na drodze mi�edzy A i B

W

AB

=

B

Z

A

F

t

(s) � ds =

B

Z

A

mv dv =

mv

2

B

2

�

mv

2

A

2

= E

B

k

�E

A

k

= �E

k

Niezale

�

znie od posta
i si�y

~

F i drogi na 
ia�o nie dzia�aj �a inne si�y, uk�ad iner
jalny

pra
a si�y jest równa zmianie energii kinety
znej 
ia�a E

k

=

mv

2

2

A.F.

�
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Pra
a i energia

Mo


Mo


´

srednia opisuje

´

sredni �a pra
�e

wykonywan �a na jednostk�e 
zasu:

P

(±r)

=

�W

�t

Mo
 
hwilowa

P = lim

�t!0

�W

�t

=

dW

dt

Wstawiaj �a
 dW =

~

F � d~s:

P =

~

F � ~v

Mo
 si�y jest propor
jonalna do

pr�edko

´

s
i 
ia�a!

Jednostk �a pra
y jest D

�

zul:

1J = 1N � 1m = 1

kg m

2

s

2

Jednostk �a mo
y jest Wat:

1W =

1J

1s

= 1

kg m

2

s

3

Kiedy

´

s u

�

zywano jako jednostki mo
y

konia me
hani
znego:

1 KM = 735:498 W

A.F.

�
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Pra
a i energia

Energia poten
jalna

Ru
h w sta�ym i jednorodnym polu grawita
yjnym ~g.

Si�a 
i �e

�

zko

´

s
i dzia�aj �a
a na mas�em:

~

F = m~g = m (0;�g;0)

W

AB

=

~

F ��~r =

~

F (~r

B

� ~r

A

) = �m~g (~r

A

� ~r

B

) = m g (y

A

� y

B

)

Mo

�

zemy wprowadzi

´


 energi �e poten
jaln �a dla jednorodnego pola grawita
yjnego

E

p

(~r) = �m~g ~r = m g y

Pra
�e mo

�

zemy wtedy wyrazi

´


 przez zmian�e energii poten
jalnej

W

AB

= E

p

(~r

A

) � E

p

(~r

B

) = ��E

p

Mówimy,

�

ze si�a 
i �e

�

zko

´

s
i jest si� �a za
howaw
z �a.

A.F.

�
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Pra
a i energia

Energia poten
jalna

Si�a

~

F (~r) jest za
howaw
za (konserwatywna), je

´

sli pra
a przez ni �a wykonana

zale

�

zy tylko od po�o

�

zenia punktów po
z �atkowego (A) i ko

´

n
owego (B)

) mo

�

zna j �a wyrazi

´


 przez zmian�e energii poten
jalnej

W

AB

=

B

Z

A

~

F (~r) � d~r = E

p

(~r

A

) � E

p

(~r

B

) = ��E

p

Si�a za
howaw
za nie mo

�

ze zale

�

ze

´


 od 
zasu ani od pr�edko

´

s
i.

Je

´

sli droga jest zamkni �eta to pra
a jest równa zeru

A

Z

A

~

F(~r) � d~r =

I

~

F (~r)d~r = 0


yrkula
ja (kr¡»enie)

~

F

Si�ami za
howaw
zymi s �a te

�

z wszystkie si�y 
entralne, zale

�

zne tylko od odleg�o

´

s
i

~

F = F (r) �

~

i

r

si�a kulombowska, si�a grawita
yjna, si�y spr �e

�

zysto

´

s
i...

A.F.

�
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Pra
a i energia

Si�a a energia poten
jalna

Pra
a wykonana przy in�ntezymalnym przesuni �e
iu d~r = (dx; dy; dz)

dW =

~

F(~r) � d~r = � dE

p

zmiana energii poten
jalnej ) = �

�E

p

�x

dx�

�E

p

�y

dy �

�E

p

�z

dz

Otrzymujemy:

~

F =

 

�

�E

p

�x

; �

�E

p

�y

; �

�E

p

�z

!

Znajomo

´

s

´


 poten
ja�u si�y za
howaw
zej jest rownowa

�

zna znajomo

´

s
i samej si�y.

Energia poten
jalna jest okre

´

slona z dok�adno

´

s
i �a do sta�ej, istotne s �a tylko jej zmiany.

A.F.

�
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Pra
a i energia

Si�a a energia poten
jalna

spr

p

F

E (x)

x

x

Przyk�ad:

Roz
i �agni �e
ie spr �e

�

zyny wymaga wykonania pra
y.

W =

s

Z

0

F(x) � dx =

1
2

ks

2

Kosztem tej pra
y ro

´

snie energia poten
jalna:

E

p

(x) =

1
2

kx

2

Si�a spr �e

�

zysto

´

s
i:

F

spr

x

(x) = �

dE

p

(x)

dx

= �kx

W momen
ie pusz
zenia spr �e

�

zyny energia poten
jalna zamienia si �e na kinety
zn �a...

A.F.

�
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Pra
a i energia

Gradient

Gradient wskazuje kierunek w którym

nast �epuje najwi �eksza zmiana warto

´

s
i

funk
ji skalarnej f(x; y; z).

Warto

´

s

´


 gradientu odpowiada warto

´

s
i

po
hodnej funk
ji f(x; y; z) wzd�u

�

z tego

kierunku.

grad f =

~

rf =

~

i

x

�f

�x

+

~

i

y

�f

�y

+

~

i

z

�f

�z

=

 

�f

�x

;

�f

�y

;

�f

�z

!

�nabla� )

~

r =

~

i

x

�

�x

+

~

i

y

�

�y

+

~

i

z

�

�z

~

rf =

~

i

n

�f

�n

~n - wektor normalny do f=
onst

Si� �e za
howaw
z �a wyra

�

zamy jako gradient energii poten
jalej:

~

F = �

~

rE

p

(~r)

A.F.

�
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Zasada za
howania energii

Zasada za
howania energii

Pra
a si�y za
howaw
zej

~

F(~r) pomi�edzy A i B wyra

�

za si �e przez energi �e poten
jaln �a

W

AB

=

B

Z

A

~

F(~r) � d~r = E

A

p

�E

B

p

Z drugiej strony, pra
a si�y dzia�aj �a
ej na 
ia�o zmienia energi �e kinety
zn �a:

W

AB

= E

B

k

� E

A

k

) E

B

k

� E

A

k

= E

A

p

� E

B

p

) E

B

k

+ E

B

p

= E

A

k

+ E

A

p

) E = E

p

+ E

k

= 
onst

W ru
hu pod dzia�aniem si� za
howaw
zy
h energia 
a�kowita jest za
howana.

A.F.

�
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Zasada za
howania energii

Wahad�o Galileusza

Wysoko

´

s

´


 na jak �a wznosi si �e wahad�o

nie zmienia si �e przy zmianie d�ugo

´

s
i ni
i:

h

E

p

+ E

k

= E = 
onst

E

k

= 0 ) m g h = E

si�y reak
ji wi �ezów nie wykonuj �a pra
y

Ko�o Maxwella

Przemiana energii poten
jalnej w

energi �e kinety
zn �a ru
hu obrotowego.

A.F.

�
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Zasada za
howania energii

Spadek swobodny

V

h

g

W jednorodnym polu ~g


ia�o spada swobodnie z

wysoko

´

s
i h (~v(0) = 0).

Pr �edko

´

s

´


 ko

´

n
owa z za-

sady za
howania energii:

�E

k

= ��E

p

m v

2

2

= m g h

v =

q

2 g h

V
h

g

Tak �a sam �a pr�edko

´

s

´


 uzyska wahad�o

pusz
zone z wysoko

´

s
i h

A.F.

�
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Zasada za
howania energii

Si�y spr�e

�

zysto

´

s
i

Ep

Ek

V

V=0

V=0

t

m

Ru
hu pod wp�ywem si� spr �e

�

zysto

´

s
i:

E = E

p

(x) + E

k

(x) = 
onst

1
2

kx

2

+

1
2

mv

2

= 
onst

Ru
h harmoni
zny ! =

q

k

m

:

x = A � sin(!t+ �)

) E

p

(x) =

1
2

kA

2

sin

2

(!t+ �)

v = ! A � 
os(!t+ �)

) E

k

(x) =

1
2

m !

2

A

2


os

2

(!t+ �)

E = E

p

+ E

k

=

1
2

kA

2

A.F.

�
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Zasada za
howania energii

Równania ru
hu

Znajomo

´

s

´


 energii poten
jalnej jest rownowa

�

zna znajomo

´

s
i si�y (za
howaw
zej):

~

F = �

~

rE

p

Czy znaj �a
 E

p

(~r) mo

�

zemy rozwi �aza

´


 równania ru
hu 
ia�a ?

� Mo

�

zemy wyzna
zy

´


 zale

�

zno

´

s

´




~

F (~r) i skorzysta

´


 z II zasady dynamiki...

albo

� Mo

�

zemy wykorzysta

´


 zasad�e za
howania energii:

E = E

k

(

_

~r) + E

p

(~r) = 
onst

W zale

�

zno

´

s
i od zagadnienia jeden albo drugi sposób mo

�

ze by

´


 bardziej u

�

zyte
zny...

A.F.

�
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Zasada za
howania energii

Dla ru
hu prostoliniowego pod dzia�aniem si�y za
howaw
zej

~

F(x),

energia poten
jalna E

p

= E

p

(x)

E =

m

2

�

dx

dt

�

2

+ E

p

(x) = 
onst

)

dx

dt

=

s

2

m

(

E � E

p

(x)

)

Rozdzielaj �a
 zmienne i 
a�kuj �a
 otrzymujemy:

dt =

dx

q

2

m

(

E � E

p

(x)

)

t =

x

Z

x

Æ

dx

0

q

2

m

�

E � E

p

(x

0

)

�

) Znaj �a
 E

p

(x) mo

�

zemy zawsze znale´z

´


 zwi �azek mi�edzy x i t.

A.F.

�
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Zasada za
howania energii

Przyk�ad:

~

F = F

~

i

x

= 
onst ) E

p

(x) = �F x F

x

= �

dE

p

dx

Przyjmuj �a
,

�

ze x= 0 w 
hwili t = 0 mamy:

t =

r

m

2

x

Z

0

dx

0

p

E+ F x

0

)

s

2

m

t =

2

F

�

q

E+ F x

0

�

x
0

=

2

F

p

E+ F x�

2

F

p

E

)

F

p

2m

t+

p

E =

p

E+ F x ) x =

1
2

�

F

m

�

� t

2

+

s

2E

m

� t

1
2

a � t

2

+ v

Æ

� t

v

Æ

- predko

´

s

´


 w 
hwili t = 0) energia 
a�kowita E =

mv

2

Æ

2

> 0

A.F.

�
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Egzamin

Przyk�adowe pytania testowe:

1. W wyniku 
zo�owego zderzenia 
i �e

�

zarówki o masie 4 ton jad �a
ej z pr�edko

´

s
i �a 30 km/h z samo
ho-

dem osobowym o masie 800 kg oba pojazdy zatrzyma�y si �e. Samo
hód osobowy porusza� si �e z

pr�edko

´

s
i �a:

A 80 km/h B 120 km/h C 150 km/h D 180 km/h

2. Pr�edko

´

s

´


 jak �amo

�

ze uzyska

´


 jednostopniowa rakieta zale

�

zy odmasy ko

´

n
owejm

k

i masy po
z �atkowej

rakietym

0

jak

A

m

0

m

k

� 1 B ln

m

0

m

k

C

�

m

0

m

k

�

2

D

q

m

0

m

k

3. Dwa kamienie o ró

�

znej masie wystrzeliwane z tej samej pro
y (tak samo na
i �agni �etej) b�ed �a mia�y

równe

A pr�edko

´

s
i B zasi �egi C energie kinety
zne D p�edy

4. Dla 
ia�a, poruszaj �a
ego si �e w polu si� za
howaw
zy
h, za
howana(y) jest

A moment p�edu B p�ed C energia kinety
zna D energia 
a�kowita

5. Cia�o A spusz
zono swobodnie z wysoko

´

s
i 
ztery razy wi�ekszej ni

�

z 
ia�o B: h

A

= 4h

B

. Uzyskane

pr�edko

´

s
i

A v

A

= 2 v

B

B v

A

=

p

2 v

B

C v

A

= 4 v

B

D v

A

= 2

p

2 v

B

A.F.

�
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