
Zasady za
howania

Fizyka I (Me
hanika)

Wyk�ad V:

� Zasady za
howania p�edu i energii (usupe�nienie)

� Zderzenia elasty
zne

� Uk�ad

´

srodka masy

� Zasada za
howania momentu p�edu



Zasada za
howania p�edu

II zasada dynamiki

d~p

i

dt

=

~

F

�

i

dp2

1

2

4

3

dp1

dp

dp3

4

izolowany uk�ad iner
jalny

P�ed uk�adu

Prawo ru
hu uk�adu:

~

F

tot

=

X

i

~

F

�

i

=

X

i

d~p

i

dt

=

d

dt

X

i

~p

i

~

F

tot

= 0 ,

X

i

~p

i

= 
onst

Dla dowolnego uk�adu izolowanego,

suma p�edów wszystki
h elementów

uk�adu pozostaje sta�a.

I odwrotnie: je

´

sli suma p�edów jest sta�a to


a�kowita si�a zewn�etrzna jest zero

A.F.

�
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Pra
a i energia

Energia poten
jalna

Si�a

~

F (~r) jest za
howaw
za (konserwatywna), je

´

sli pra
a przez ni �a wykonana

zale

�

zy tylko od po�o

�

zenia punktów po
z �atkowego (A) i ko

´

n
owego (B)

) mo

�

zna j �a wyrazi

´


 przez zmian�e energii poten
jalnej

W

AB

=

B

Z

A

~

F (~r) � d~r = E

p

(~r

A

) � E

p

(~r

B

) = ��E

p

Si�a za
howaw
za nie mo

�

ze zale

�

ze

´


 od 
zasu ani od pr�edko

´

s
i.

Zwi �azek si�y i energii poten
jalnej:

~

F =

 

�

�E

p

�x

; �

�E

p

�y

; �

�E

p

�z

!

= �

~

rE

p

(~r)

Znajomo

´

s

´


 poten
ja�u si�y za
howaw
zej jest rownowa

�

zna znajomo

´

s
i samej si�y.

Energia poten
jalna jest okre

´

slona z dok�adno

´

s
i �a do sta�ej, istotne s �a tylko jej zmiany.

A.F.

�
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Zasada za
howania energii

Zasada za
howania energii

Pra
a si�y za
howaw
zej

~

F(~r) pomi�edzy A i B wyra

�

za si �e przez energi �e poten
jaln �a

W

AB

=

B

Z

A

~

F(~r) � d~r = E

A

p

�E

B

p

Z drugiej strony, pra
a si�y dzia�aj �a
ej na 
ia�o zmienia energi �e kinety
zn �a:

W

AB

= E

B

k

� E

A

k

) E

B

k

� E

A

k

= E

A

p

� E

B

p

) E

B

k

+ E

B

p

= E

A

k

+ E

A

p

) E = E

p

+ E

k

= 
onst

W ru
hu pod dzia�aniem si� za
howaw
zy
h energia 
a�kowita jest za
howana.

A.F.

�
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Zasada za
howania energii

Wahad�o balisty
zne

Po
isk o masiem wbija si �e z pr �edko

´

s
i �a ~v

1

w nieru
home wahad�o o masieM

1V

m M

2V

Pr�edko

´

s

´


 jak �a uzyska wahad�o mo

�

zemy wyzna
zy

´


 z zasady za
howania p�edu

(zderzenie 
a�kowi
ie nieelasty
zne)

~p

i

= m~v

1

= (m+M)~v

2

= ~p

f

) ~v

2

=

m ~v

1

m+M

A.F.

�
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Zasada za
howania energii

Wahad�o balisty
zne

Wahad�o wy
hyla si �e na wysoko

´

s

´


 h: energia kinety
zna zamienia si �e na poten
jaln �a

2V

h

Z zasady za
howania energii: (przyjmujemy,

�

ze w po�o

�

zeniu po
z �atkowym E

p

= 0)

E

i

= E

k

=

(M +m)v

2

2

2

= E

f

= E

p

= (M +m)gh E

k

= 0

) h =

v

2

2

2g

Po
z �atkowa energia kinety
zna wahad�a NIE jest równa energii kinety
znej po
isku!!!

A.F.

�
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Zasada za
howania energii

Równania ru
hu

Znajomo

´

s

´


 energii poten
jalnej jest rownowa

�

zna znajomo

´

s
i si�y (za
howaw
zej):

~

F = �

~

rE

p

Czy znaj �a
 E

p

(~r) mo

�

zemy rozwi �aza

´


 równania ru
hu 
ia�a ?

� Mo

�

zemy wyzna
zy

´


 zale

�

zno

´

s

´




~

F (~r) i skorzysta

´


 z II zasady dynamiki...

albo

� Mo

�

zemy wykorzysta

´


 zasad�e za
howania energii:

E = E

k

(

_

~r) + E

p

(~r) = 
onst

W zale

�

zno

´

s
i od zagadnienia jeden albo drugi sposób mo

�

ze by

´


 bardziej u

�

zyte
zny...

A.F.

�
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Zasada za
howania energii

Dla ru
hu prostoliniowego pod dzia�aniem si�y za
howaw
zej

~

F(x),

energia poten
jalna E

p

= E

p

(x)

E =

m

2

�

dx

dt

�

2

+ E

p

(x) = 
onst

)

dx

dt

=

s

2

m

(

E � E

p

(x)

)

Rozdzielaj �a
 zmienne i 
a�kuj �a
 otrzymujemy:

dt =

dx

q

2

m

(

E � E

p

(x)

)

t =

x

Z

x

Æ

dx

0

q

2

m

�

E � E

p

(x

0

)

�

) Znaj �a
 E

p

(x) mo

�

zemy zawsze znale´z

´


 zwi �azek mi�edzy x i t.

A.F.

�
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Zasada za
howania energii

Przyk�ad:

~

F = F

~

i

x

= 
onst ) E

p

(x) = �F x F

x

= �

dE

p

dx

Przyjmuj �a
,

�

ze x= 0 w 
hwili t = 0 mamy:

t =

r

m

2

x

Z

0

dx

0

p

E+ F x

0

)

s

2

m

t =

2

F

�

q

E+ F x

0

�

x
0

=

2

F

p

E+ F x�

2

F

p

E

)

F

p

2m

t+

p

E =

p

E+ F x ) x =

1
2

�

F

m

�

� t

2

+

s

2E

m

� t

1
2

a � t

2

+ v

Æ

� t

v

Æ

- predko

´

s

´


 w 
hwili t = 0) energia 
a�kowita E =

mv

2

Æ

2

> 0

A.F.

�

Zarne
ki Wyk�ad V 8



Zderzenia

Poprzednio rozpatrywali

´

smy zderzenia 
ia� z punktu

widzenia zasady za
howania p�edu (i momentu p�edu)

zasada za
howania p�edu jest zawsze bezwzgl�ednie spe�niona

Czy za
howana jest energia kinety
zna ?

TAK

- je

´

sli dzia�aj �a
e si�y maj �a 
harakter za
howaw
zy

si�y kulombowskie, si�y sp�e

�

zysto

´

s
i

�E

p

= 0)�E

k

= 0

NIE

- je

´

sli mamy wk�ad si� nieza
howaw
zy
h

w wyniku zderzenia nast �epuj �a trwa�e zmiany

(np. odkszta�
enia) w zderzaj �a
y
h si �e 
ia�a
h

A.F.

�
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Zderzenia

Zderzenia spr�e

�

zyste

Przypadek jednowymiarowy:

V1V =02

M 2 M1

V’ V’1

M 2 M1

2
Z zasad za
howania:

po przed

p : m

1

V

0

1

+ m

2

V

0

2

= m

1

V

1

E :

m

1

V

02

1

2

+

m

2

V

02

2

2

=

m

1

V

2

1

2

Przekszta�
amy:

p : m

2

V

0

2

= m

1

(V

1

� V

0

1

)

E : m

2

V

02

2

= m

1

(V

2

1

� V

02

1

)

= m

1

(V

1

� V

0

1

)(V

1

+ V

0

1

)

) V

0

2

= V

1

+ V

0

1

) V

0

2

� V

0

1

= V

1

warto

´

s

´


 bezwzgl �edna pr�edko

´

s
i wzgl �ednej przed i po zderzeniu jest taka sama

A.F.

�
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Zderzenia

Zderzenia spr�e

�

zyste

Przekszta�
aj �a
 dalej otrzymujemy:

m

2

(V

1

+ V

0

1

) = m

1

(V

1

� V

0

1

)

) V

0

1

(m

1

+m

2

) = V

1

(m

1

�m

2

)

Ostate
znie:

V

0

1

=

m

1

�m

2

m

1

+m

2

V

1

V

0

2

=

2m

1

m

1

+m

2

V

1

Przypadek sz
zególny: m

1

= m

2

) V

0

1

= V

2

= 0

V

0

2

= V

1

Zderzaj �a
e si �e 
ia�a �wymieniaj �a si �e� pr �ed-

ko

´

s
iami; rozwi �azanie s�uszne tak

�

ze w przy-

padku

~

V

2

6= 0

A.F.

�
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Zderzenia

Zderzenia spr�e

�

zyste

m

1

> m

2

Masa �po
isku� wi �eksza od masy �tar
zy�:

Otrzymujemy: V

0

2

> V

0

1

> 0

Przypadek grani
zny: m

1

� m

2

) V

0

1

=

m

1

�m

2

m

1

+m

2

V

1

= V

1

V

0

2

=

2m

1

m

1

+m

2

V

1

= 2 � V

1

�Po
isk� nie zauwa

�

za zderzenia

�Tar
za� uzyskuje pr �edko

´

s

´


 2 � V

1

Po zderzeniu oba 
ia�a poruszaj �a si �e w t �a sam �a stron�e.

A.F.

�
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Zderzenia

Zderzenia spr�e

�

zyste

m

1

< m

2

Masa �po
isku� mniejsza od masy �tar
zy�:

Otrzymujemy:

V

0

1

=

m

1

�m

2

m

1

+m

2

V

1

< 0

V

0

2

=

2m

1

m

1

+m

2

V

1

> 0

Pr�edko

´

s

´


 �po
isku� zmienia znak

) �po
isk� odbija si �e od �tar
zy�

Przypadek grani
zny: m

1

� m

2

) V

0

1

= �V

1

V

0

2

= 0

Spr�e

�

zyste odbi
ie od

nieru
homej �

´

s
iany�

A.F.

�
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Zderzenia

m

1

� m

2

�Tar
za� oddala si �e od �po
isku�

(�

´

s
iana�)

�po
isk� tra
i energi �e

�Tar
za� przybli

�

za si �e do �po
isku�

(�

´

s
iana�)

�po
isk� zyskuje energi �e

Mikroskopowy obraz o
h�adzania (ogrzewania) si �e gazu przy rozpr �e

�

zaniu (spr �e

�

zaniu)

A.F.

�
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Zderzenia

Zderzenia 
entralne

Do tej pory rozpatrywali

´

smy tzw.

zderzenia 
entralne, dla który
h

�po
isk� tra�a w sam

´

srodek �tar
zy�

parametr zderzenia (odleg�o

´

s

´




mi �edzy pierwotnym torem po
isku i

´

srodkiem tar
zy) b= 0

Zderzenia nie 
entralne

W przypadku gdy b 6= 0 zderzenie trzeba rozpa-

trywa

´


 w dwó
h wymiara
h:

V

V

V’

V =02

1

2

1

Θ

Θ

1

2

b

x

y

W
i �a

�

z nie jest to sytua
ja najbardziej ogólna!

Uwzgl �edniamy rozmiary po
isku i tar
zy, ale traktujemy je jako punkty materialne,

zaniedbujemy ru
h obrotowy (wirowanie, to
zenie).

A.F.

�
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Zderzenia

Zderzenia nie 
entralne

Znajomo

´

s

´


 masm

1

,m

2

i pr �edko

´

s
i po
isku V

1

(V

2

= 0) nie wystar
za do wyzna
zenia

pe�nej kinematyki zderzenia (pr �edko

´

s
i i k �atów rozproszenia: V

0

1

, V

0

2

, �

1

i �

2

) !

) mo

�

zemy ustali

´


 b, ale wygodniej ustali

´


 jeden z parametrów rozproszenia np. k �at �

1

Przyjmijmy,

�

ze rozpraszanie za
hodzi w p�asz
zy´znie XY

V

V

V’

V =02

1

2

1

Θ

Θ

1

2

b

x

y

Z zasady za
howania p�edu:

po zderzeniu przed

p

x

: m

2

V

0

2


os �

2

+ m

1

V

0

1


os �

1

= m

1

V

1

p

y

: m

2

V

0

2

sin �

2

� m

1

V

0

1

sin �

1

= 0

Dla zderze

´

n sp�e

�

zysty
h mamy te

�

z:

E

k

:

m

1

V

02

1

2

+

m

2

V

02

2

2

=

m

1

V

2

1

2

A.F.

�
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Zderzenia

Zderzenia nie 
entralne

Je

´

sli masy zderzaj �a
y
h si �e spr �e

�

zy

´

s
ie 
ia� s �a równe

m

1

= m

2

) zagadnienie bardzo si �e uprasz
za

V1

V’1

V2

Θ 2

Θ1
Θ 2

Θ1

Z zasad za
howania:

~

V

0

1

+

~

V

0

2

=

~

V

1

V

02

1

+ V

02

2

= V

2

1

) wektory

~

V

1

,

~

V

0

1

i

~

V

0

2

tworz �a trójk �at prostok �atny.

�

1

+ �

2

=

�

2

A.F.

�
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Zderzenia

m

1

= m

2

Fotogra�a zderzaj �a
y
h si �e kul:

~

V

0

1

~

V

1

~

V

0

2

Zderzenie proton-proton w komorze p�e
herzykowej:

niska energia padaj �a
ej wi �azki

) dynamika nierelatywisty
zna

A.F.

�
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Zderzenia

m

1

= m

2

2V’

V’1

b=0b=2R
b=0 b=2R

b=R

b=R

Stan ko

´

n
owy po
isku i tar
zy

zale

�

zy od parametru zderzenia b

� b = 0) zderzenie 
entralne

~

V

0

2

=

~

V

1

~

V

0

1

= 0

� 0 < b < 2R ) zderzenie

nie 
entralne, 
ia�a �dziel �a si �e�

po
z �atkow �a energi �a i p�edem

� b >= 2R ) brak zderzenia

(kule mijaj �a si �e)

~

V

0

2

= 0

~

V

0

1

=

~

V

1

A.F.

�
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Uk�ad

´

srodka masy

Uk�ad izolowany

Izolowany uk�ad wielu 
ia�:

m m

m

m

CM

VCM

2p
4p

1p 3p31

4

2

uk�ad iner
jalny

Zasada za
howania p�edu:

~

P =

X

i

~p

i

= 
onst

´

Srodek masy

Klasy
zna de�ni
ja po�o

�

zenia

´

srodka masy:

~

R =

P

i

m

i

~r

i

P

i

m

i

)

´

srednia wa

�

zona z ~r

i

(z wagami w

i

= m

i

)

Ru
h

´

srodka masy: m

i

=
onst

~

V

CM

=

d

dt

~

R =

P

i

m

i

d

dt

~r

i

P

i

m

i

)

0
�

X

i

m

i

1
A

~

V

CM

=

X

i

m

i

~v

i

)

~

P = M

~

V

CM

=

X

i

~p

i

p�ed uk�adu mo

�

zemy zwi �aza

´


 z ru
hem

´

srodka masy

A.F.

�
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Uk�ad

´

srodka masy

Pr�edko

´

s

´




´

srodka masy: (klasy
znie)

~

V

CM

=

P

i

~p

i

P

i

m

i

=

~

P

M

Zawsze mo

�

zemy tak zmieni

´


 uk�ad

odniesienia,

�

zeby

´

srodek masy spo
zywa�

CM
1p

3p

2p

4p

1

2

4

3

) uk�ad

´

srodka masy (CMS)

Uk�ad

´

srodka masy

Uk�ad

´

srodka masy jest w wielu

przypadka
h najwygodniejszym

uk�adem odniesienia

) szereg rela
ji bardzo si �e uprasz
za

Zasada za
howania p�edu w CMS:

(zmienne w CMS ozna
zamy

?

)

~

P

?

=

X

i

~p

i

?

= 0

ogólna de�ni
ja uk�adu

´

srodka masy

s�uszna tak

�

ze w przypadku v � 


A.F.

�
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Uk�ad

´

srodka masy

Zderzenia nie 
entralne

Uk�ad laboratoryjny:

V

V

V’

V =02

1

2

1

Θ

Θ

1

2

b

x

y

Skomplikowane wyra

�

zenia na pr�edko

´

s
i

ko

´

n
owe w funk
ji np. k �ata rozproszenia �

1

.

�atwiej je

´

slim

1

= m

2

Uk�ad

´

srodka masy:

b

V2

V

V’

1

1

Θ1

x

y

V’2

2Θ

Zasada za
howania p�edu:

~

P

?

= 0

�

1

= �

2

V

1

V

2

=

V

0

1

V

0

2

=

m

2

m

1

A.F.

�
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Uk�ad

´

srodka masy

Zderzenia spr�e

�

zyste

Uk�ad

´

srodka masy:

b

V2

V

V’

1

1

Θ1

x

y

V’2

2Θ

Z de�ni
ji CMS: V

2

=

m

1

m

2

V

1

Zasada za
howania energii:

m

1

V

2

1

2

+

m

2

V

2

2

2

=

m

1

V

02

1

2

+

m

2

V

02

2

2

 

m

1

+

m

2
1

m

2

!

V

2

1

=

 

m

1

+

m

2
1

m

2

!

V

02

1

) V

0

1

= V

1

) V

0

2

= V

2

Niezale

�

znie od mas zderzaj �a
y
h si �e 
ia�,

warto

´

s
i i
h pr �edko

´

s
i przed i po zderzeniu

spr �e

�

zystym s �a takie same.

W uk�adzie

´

srodka masy !

A.F.

�
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Uk�ad

´

srodka masy

m

1

= m

2

Uk�ad

´

srodka masy:

2V’

V’1

b=R

1 2V V
b=R

CMV   =0
Uk�ad laboratoryjny:

2V’

1V
2V  = 0

V’1

b=R

b=R

CMV

Do wszystki
h pr �edko

´

s
i dodane

~

V

CM

A.F.

�
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Uk�ad

´

srodka masy

m

1

= m

2

Uk�ad

´

srodka masy:

V’1

2V’

b=0b=2R
b=0 b=2R

b=R

1 2V V
b=R

CMV   =0
Uk�ad laboratoryjny:

2V’

V’1

1V
2V  = 0

b=0b=2R
b=0 b=2R

b=R

b=R

CMV

Do wszystki
h pr �edko

´

s
i dodane

~

V

CM

A.F.

�
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Uk�ad

´

srodka masy

m

1

< m

2

Uk�ad

´

srodka masy:

V’1

2V’

2V

b=0 b=2R
b=0b=2R

1V

CMV    =0

Dlam

1

=

1
2

m

2

) v

1

= 2 v

2

Uk�ad laboratoryjny

2V =01V

V’1

2V’

b=0 b=2R
b=0b=2R

CMV

V

CM

=

1
3

V

1

A.F.

�
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Uk�ad

´

srodka masy

m

1

> m

2

Uk�ad

´

srodka masy:

2V’

V’1

2V1V

b=2R
b=0

b=0 b=2R

CMV    =0

Dlam

1

= 2m

2

) v

1

=

1
2

v

2

Uk�ad laboratoryjny:

2V’

V’1

1V

b=2R
b=0

b=2R
b=0

2V =0

CMV

V

CM

=

2
3

V

1

A.F.

�
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Uk�ad

´

srodka masy

m

1

> m

2

Uk�ad laboratoryjny:

1V

V’1

2V’

2V =0

1V’*

2V’*

CMV

Θmax
1

Zwi �azek mi�edzy pr �edko

´

s
iami:

V

CM

= v

?

2

=

m

1

m

1

+m

2

V

1

v

?

1

=

m

2

m

1

v

?

2

=

m

2

m

1

+m

2

V

1

Maksymalny k �at rozproszenia �po
isku�:

sin �

max

1

=

v

?

1

V

CM

=

m

2

m

1

Dla �tar
zy� ograni
zenie nie zale

�

zy

od stosunku mas:

0 < �

2

<

�

2

A.F.

�
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Uk�ad

´

srodka masy

Energia uk�adu

Transforma
ja pr �edko

´

s
i:

~v

i

= ~v

i

?

+

~

V

CM

M V

3v

4v
2v

1v

v

v
v

v

1

3

4 2

*

*

**

CM

Energia kinety
zna uk�adu:

E

k

=

X

i

m

i

v

2

i

2

=

X

i

m

i

j~v

i

?

+

~

V

CM

j

2

2

=

X

i

 

m

i

(v

?

i

)

2

2

+ 2

m

i

~v

i

?

~

V

CM

2

+

m

i

V

2

CM

2

!

Z zasady za
howania p�edu:

X

i

m

i

~v

i

?

~

V

CM

=

~

V

CM

X

i

m

i

~v

i

?

=

~

V

CM

~

P

?

= 0

Ostate
znie:

E

k

= E

?

k

+

M V

2

CM

2

Energia kinety
zna uk�adu jest sum �a energii �wewn�etrznej� (E

?

k

)

i energii kinety
znej uk�adu jako 
a�o

´

s
i.

A.F.

�
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Uk�ad

´

srodka masy

Ru
h

´

srodka masy

Dla uk�adu izolowanego

~

P = 
onst

´

srodek masy pozostaje w spo
zynku

lub porusza si �e ru
hem jednostajnym

prostoliniowym I Zasada Dynamiki

Pod dzia�aniem si� zewn�etrzny
h:

~

F

zw

=

X

i

~

F

zw

i

zmiana p�edu uk�adu:

d

~

P

dt

=

X

i

d~p

i

dt

=

X

i

~

F

zw

i

+

X

i

X

j

~

F

ij

=

~

F

zw

II Zasada Dynamiki

W opar
iu o poj �e
ie

´

srodka masy mo

�

zemy opisa

´


 ru
h uk�adu jako 
a�o

´

s
i

stosuj �a
 równania ru
hu punktu materialnego.

A.F.

�
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Zasada za
howania momentu p�edu

Si�y 
entralne

Je

´

sli uk�ad 
ia� (lub pojedy

´

n
ze 
ia�o) dzia�a jaka

´

s si�a zewn�etrzna

~

F

tot

6= 0

to p�ed uk�adu musi si �e zmienia

´


:

P

~p

i

6= 
onst.

Si�y które dzia�aj �a na uk�ad 
z�esto s �a

si�ami 
entralnymi - dzia�aj �a w kierunku ustalonego ´zród�a si�y.

Je

´

sli po�o

�

zenie ´zród�a przyjmiemy za

´

srodek uk�adu)

~

F

tot

= F(r; : : :) �

~

i

r

Przyk�ad:

� si�a grawita
yjna F(r) = �G

m

1

m

2

r

2

� si�a kulombowska F(r) =

Q

1

Q

2

4��

Æ

r

2

� si�a sp�e

�

zysta F(r) = �k � r

Czy mo

�

zna 
o

´

s �uratowa

´


� z zasady za
howania p�edu ?...

A.F.

�
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Zasada za
howania momentu p�edu

Moment p�edu

Zde�niujmy dla punktu materialnego:

~

L = ~r � ~p

( moment p�edu wzgl�edem O

zale

�

zy od wyboru po
z �atku uk�adu

Dla v � 


~

L = m ~r � ~v

L = m r v sin �

Kierunek wektora momentu p�edu jest

prostopad�y do p�asz
zyzny ru
hu,

zwrot z regu�y

´

sruby prawoskr �etnej

A.F.

�
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Zasada za
howania momentu p�edu

Moment p�edu

Ru
h po p�asz
zy´znie:

~

L = m ~r � (~v

r

+ ~v

�

)

L = m r v

�

) L = m r

2

d�

dt

= m r

2

!

Przypadek sz
zególny:

ru
h po okr �egu - r=
onst

Zde�niujmy moment bezw�adno

´

s
i

I = m r

2

(dla punktu materialnego)

) moment p�edu mo

�

zemy przedstawi

´




w ogólnej posta
i

~

L = I ~!

! - pr �edko

´

s

´


 k �atowa

A.F.

�
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Zasada za
howania momentu p�edu

Moment si�y

De�niujemy analogi
znie do momentu p�edu

~

M = ~r �

~

F

( moment si�y wzgl�edem O

Z II zasady dynamiki

d

~

L

dt

=

d(~r � ~p)

dt

=

d~r

dt

� ~p + ~r �

d~p

dt

= ~v � ~p + ~r �

~

F

= 0 +

~

M

~

M = 0 ,

~

L = 
onst

A.F.

�
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Zasada za
howania momentu p�edu

Cz �astka swobodna

Moment p�edu wzgl �edem dowolnego

punktu 0 pozostaje sta�y:

L = m v r sin � = m v b = 
onst

b - parametr zderzenia

odleg�o

´

s

´


 najmniejszego zbli

�

zenia do O

Si�a 
entralna

Moment si�y: (wzgl �edem ´zród�a)

~

M = ~r �

~

F

= ~r �

~

i

r

� F(r; : : :) = 0

~

L = 
onst

Moment p�edu, li
zony wzgl �edem ´zród�a

si�y 
entralnej pozostaje sta�y.

A.F.

�
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Zasada za
howania momentu p�edu

Pr�edko

´

s

´


 polowa

Pole jakie wektor wodz �a
y punktu zakre

´

sla w

jednost
e 
zasu:

dS

dt

d θ

r d θ

Ο

Y

X

V

r F

dS =

1
2

r rd� =

1
2

j~r �

~

drj =

1
2

j~r � ~vj dt

II prawo Keplera

dS

dt

=

1
2

j~r � ~vj =

L

2m

= 
onst

planeta

Slonce

V

V

V3

2

1

X

Y

W ru
hu pod dzia�aniem si� 
entralny
h

pr�edko

´

s

´


 polowa jest sta�a.

A.F.

�
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Uk�ad

´

srodka masy

Moment p�edu uk�adu

Transforma
ja galileusza:

~r

i

= ~r

i

?

+

~

R

CM

~v

i

= ~v

i

?

+

~

V

CM

M V

3v

4v
2v

1v

v

v
v

v

1

3

4 2

*

*

**

CM
Ca�kowity moment p�edu wzgl �edem po
z �atku uk�adu

~

L =

X

i

m

i

~r

i

� ~v

i

=

X

i

m

i

�

~

R

CM

+ ~r

i

?

�

�

�

~

V

CM

+ ~v

i

?

�

=

2
4

X

i

m

i

3
5

~

R

CM

�

~

V

CM

+

~

R

CM

�

X

i

m

i

~v

i

?

+

2
4

X

i

m

i

~r

i

?

3
5

�

~

V

CM

+

X

i

m

i

~r

i

?

� ~v

i

?

Z de�ni
ji CMS:

P

m

i

~v

i

?

=

P

m

i

~r

i

?

= 0

) otrzymujemy:

~

L = M

~

R

CM

�

~

V

CM

+

~

L

?
CM

Moment p�edu uk�adu jest sum �a �wewn�etrznego� momentu p�edu (

~

L

?
CM

) (wzgl �edem CM)

i momentu p�edu uk�adu jako 
a�o

´

s
i.

A.F.

�
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Egzamin

Przyk�adowe pytania testowe:

1. Dla 
ia�a, poruszaj �a
ego si �e w polu si� 
entralny
h, za
howana(y) jest

A energia poten
jalna B moment p�edu C energia kinety
zna D p�ed

2. Dla 
ia�a, poruszaj �a
ego si �e w polu si� za
howaw
zy
h, za
howana(y) jest

A moment p�edu B p�ed C energia kinety
zna D energia 
a�kowita

3. Cia�o A spusz
zono swobodnie z wysoko

´

s
i 
ztery razy wi�ekszej ni

�

z 
ia�o B: h

A

= 4h

B

. Uzyskane

pr�edko

´

s
i

A v

A

= 2 v

B

B v

A

=

p

2 v

B

C v

A

= 4 v

B

D v

A

= 2

p

2 v

B

4. Po
isk uderza 
entralnie z pr�edko

´

s
i �a ~v w nieru
hom �a tar
z�e o takiej samej masie. Zak�adaj �a
,

�

ze

zderzenie jest elasty
zne, pr�edko

´

s

´


 po
isku po zderzeniu wyniesie

A ~v

0

= �~v B ~v

0

= 0 C ~v

0

= �

1
2

~v D ~v

0

=

1
2

~v

5. W zderzeniu spr�e

�

zystym po
isku o masiem z nieru
hom �a tar
z�e o masieM suma k �atów rozproszenia

po
isku i tar
zy by�a wi�eksza od 90

Æ

. Mo

�

zna na tej podstawie wnioskowa

´


,

�

ze

A m � M B m > M C m < M D m � M

A.F.

�

Zarne
ki Wyk�ad V 38
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