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o Zasady zachowania pedu i energii (usupetnienie)

e Zderzenia elastyczne
o Uktad srodka masy

o Zasada zachowania momentu pedu




| Zasada zachowania pedu I

Il zasada dynamiki Ped uktadu
dp; =y Prawo ruchu uktadu:
R — Fi . . 5
: ~ dt
1 1
4 d — .
_.\6)1 3 dp3 Cdt~ bi
dp.

Dla dowolnego uktadu izolowanego,
suma pedow wszystkich elementow
uktadu pozostaje stata.

____________________ | | odwrotnie: jesli suma peddw jest stata to
izolowany uktad inercjalny catkowita sita zewnetrzna jest zero
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| Praca | energia I

Sita F'(7) jest zachowawcza (konserwatywna), jeéli praca przez nig wykonana
zalezy tylko od potozenia punktéw poczatkowego (A) i koncowego (B)

Energia potencjalna

— mozna jg wyrazi¢ przez zmiane energii potencjalne;
B
Wip = /F(fF’)-d'F’ = Ep(7a) — Ep(7g) = —AE,
A

Sita zachowawcza nie moze zaleze¢ od czasu ani od predkosci.
Zwigzek sity i energii potencjalnej:

P = < ok,  O0E) 8Ep> _ —ﬁEp(’F’)

ox ’ Oy 0z

Znajomosc¢ potencjatu sity zachowawczej jest rownowazna znajomosci samej sity.
Energia potencjalna jest okreslona z doktadnos$cig do statej, istotne sg tylko jej zmiany.
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| Zasada zachowania energii I

Zasada zachowania energii

Praca sity zachowawczej F(7) pomiedzy A | B wyraza sie przez energie potencjalng
B
Waig = /ﬁ(F)-dF = B} - EJ
A

Z drugiej strony, praca sity dziatajgcej na ciato zmienia energie kinetyczng:

B A

= Ef - Eff = E — EJ

= EP + EF = Ej + E}

- E Ep + E, = const

W ruchu pod dziataniem sit zachowawczych energia catkowita jest zachowana.
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Zasada zachowania energii

Wahadto balistyczne
Pocisk o masie m wbija sie z predkoscig v; w nieruchome wahadto o masie M

m M |

I

4 Lo B [ '
BNg —>
Vi N
Vo

Predkos¢ jakg uzyska wahadto mozemy wyznaczy¢ z zasady zachowania pedu
(zderzenie catkowicie nieelastyczne)

P = mvpy = (m—+ M)vr = py
. m U1
= vV =
m -+ M
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| Zasada zachowania energii I

Wahadto balistyczne
Wahadto wychyla sie na wysokos¢ h: energia kinetyczna zamienia sie na potencjalng

- | 1t
—
Ve
Z zasady zachowania energii: (przyjmujemy, ze w potozeniu poczgtkowym E, = 0)
M 2
B = B, = +2m)”2 — E; = E, = (M+m)gh E, =0

2

=~ h = 2

29

Poczatkowa energia kinetyczna wahadta NIE jest rowna energii kinetycznej pocisku!!!
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| Zasada zachowania energii I

Znajomosc¢ energii potencjalnej jest rownowazna znajomosci sity (zachowawczej):

Roéwnania ruchu

F=—-VE,
Czy znajac E, (") mozemy rozwigzac réwnania ruchu ciata ?
o Mozemy wyznaczy¢ zaleznoéé F'(7) i skorzystaé z Il zasady dynamiki...
albo

o Mozemy wykorzysta¢ zasade zachowania energii:

E = E,(¥) + Ep(¥) = const

W zaleznosci od zagadnienia jeden albo drugi sposéb moze by¢ bardziej uzyteczny...
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| Zasada zachowania energii I

Dla ruchu prostoliniowego pod dziataniem sity zachowawczej F(z),
energia potencjalna £, = Ep(x)

d 2
E = % (d_f> + Ep(x) = const
dx 2
= P \/E (E — Ep(x))

Rozdzielajgc zmienne i catkujgc otrzymujemy:
dx

V2 (B — Ep(2))

dt =

/\/m E — Ey(2))

=- Znajac E,(xr) mozemy zawsze znalez¢ zwigzek miedzy x i t.
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| Zasada zachowania energii I

Przyktad: F = Fi, =const = Ep(z) = —Fx Fp=——="

Przyjmujac, ze x = O w chwili £ = O mamy:

~
|

T /
\/?O/ \/Ed—ICfFa:’

2 2
N 1/ \/E+F:c]0 = —VE+Fa-VE
F _ _ 1Py 2 2E
S mttVE=VEFRF: s =g (0) 2+

1
50, -t2—|— Vo -+t

mvg

>0

- predkos¢ w chwili ¢ = 0 = energia catkowita £ =
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‘ Zderzenia I

Poprzednio rozpatrywaliSmy zderzenia ciat z punktu

. widzenia zasady zachowania pedu (i momentu pedu)
zasada zachowania pedu jest zawsze bezwzglednie spetniona

O

Czy zachowana jest energia kinetyczna ?

TAK
- jesli dziatajgce sity majg charakter zachowawczy
AN sity kulombowskie, sity spezystosci
delormace AE,=0= AE,=0

NIE

- jesli mamy wktad sit niezachowawczych
. | w wyniku zderzenia nastepujg trwate zmiany
A.F.Zarnecki Wyktad V 9
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(np. odksztatcenia) w zderzajacych sie ciatach




‘ Zderzenia I

Zderzenia sprezyste Z zasad zachowania:

Przypadek jednowymiarowy: PO przed
D . m1V1’+m2V2’ = m1V1
g MV | oma Vet omy VP
- - 2 2 2
V=0 V,
Przeksztatcamy:
p - mQVQI = ml(Vl—Vl’)
E: moVy2 = mq (VE-V{?

my (V1 — V{)(V1 + V{)

> Vi=Vi4+V] =>Vi-Vvi=W
wartos¢ bezwzgledna predkosci wzglednej przed i po zderzeniu jest taka sama
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Zderzenia

Zderzenia sprezyste

vo=0
Przeksztatcajgc dalej otrzymujemy: . ~ @

mo (V1 +V]) = mq (V1 —V))

, vi=0  vi-v,
= Vi (m1+mp) = Vi(mg—mo) @ .
Ostatecznie: Przypadek szczegdblny: m1 = mo
;o _
p mi — mo = Vl = VQ =0
Vi = Vi Vi = W
mi + mo

>m Zderzajgce sie ciata “wymieniajg sie” pred-
VQ’ — 1 V1 koSciami; rozwigzanie stuszne takze w przy-
mi -+ mo padku V> # 0




‘ Zderzenia I

Zderzenia sprezyste

mi1 > Mo .
Przypadek graniczny: mq{ > mo
Masa “pocisku” wieksza od masy “tarczy”:
m1 — M
> V=2 2y =
Vo=0 ' mi + ma>
—_— b e ) e e e >
@_‘ Vv, = My =2
M>»m ma —|— mo

“““““““““ Q— “Pocisk” nie zauwaza zderzenia
“Tarcza” uzyskuje predkosc 2 - V1

Otrzymujemy: V > V] > 0

Po zderzeniu oba ciata poruszajg sie w tg sama strone.
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‘ Zderzenia I

Przypadek graniczny: m1 < mo

Zderzenia sprezyste

m1p < mo /
- . = V]_ = -V
Masa “pocisku” mniejsza od masy “tarczy”:
Vo = 0
Otrzymujemy:
_ N
vi = 12y <0  Myejany 2 m k
m1 + m2 %
/ 2 m]_ k
Vo = Vi >0 N
m1 + mo ) §

ﬂ//

Predkos$¢ “pocisku” zmienia znak

v L\
= “pocisk” odbija sie od “tarczy” " &
\\\\

Sprezyste odbicie od

nieruchomej “Sciany”
A.F.Zarnecki Wyktad V 13




‘ Zderzenia I

m1; < mp
“Tarcza” oddala sie od “pocisku” “Tarcza” przybliza sie do “pocisku”
(“Sciana”) (“Sciana”)

— —— r— A—— ——_ ———  —— Aot s——

LMY

“pocisk” zyskuje energie ee——

“pocisk” traci energie -
it 2

Mikroskopowy obraz ochtadzania (ogrzewania) sie gazu przy rozprezaniu (sprezaniu)

A.F.Zarnecki Wykitad V 14



‘ Zderzenia I

Zderzenia centralne

Do tej pory rozpatrywaliSmy tzw.
zderzenia centralne, dla ktorych
“pocisk” trafia w sam $rodek “tarczy”

parametr zderzenia (odlegtosc
miedzy pierwotnym torem pocisku |
srodkiem tarczy) b= 0

Zderzenia nie centralne

W przypadku gdy b #= O zderzenie trzeba rozpa-
trywa¢ w dwdch wymiarach:

V,

Wcigz nie jest to sytuacja najbardziej ogolna!

Uwzgledniamy rozmiary pocisku i tarczy, ale traktujemy je jako punkty materialne,
zaniedbujemy ruch obrotowy (wirowanie, toczenie).

A.F.Zarnecki
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‘ Zderzenia I
Zderzenia nie centralne

Znajomos¢ mas m1, mo i predkosci pocisku V7 (Vo> = 0) nie wystarcza do wyznaczenia
petnej kinematyki zderzenia (predkosci i katéw rozproszenia: V{, V3, 61 i 65) |
= mozemy ustali¢ b, ale wygodniej ustali¢ jeden z parametréw rozproszenia np. kat 6

Przyjmijmy, ze rozpraszanie zachodzi w ptaszczyznie XY

Z zasady zachowania pedu:

PO zderzeniu przed
mo VQI cosfy + my Vll cosfy = m1 Vq
V, PEC) Py - Mo VQI sinf> — my Vll sinf; = O
A

y \V; Dla zderzen spezystych mamy tez:

X m1 V1’2 mo V2,2 mq V12
g \ Ep : + <=2 =

2 2 2
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‘ Zderzenia I
Zderzenia nie centralne

Jesdli masy zderzajgcych sie sprezyscie ciat sg réwne
m1 = mo = zagadnienie bardzo sie upraszcza

- Z zasad zachowania:

Vi + Vi = W4

= wektory ‘71, 1% 11 17’2 tworzg trojkat prostokatny.

70

01 +0> =

A.F.Zarnecki Wykitad V 17



‘ Zderzenia I

Zderzenie proton-proton w komorze pecherzykowe;:

mj] = mp

Fotografia zderzajgcych sie kul:

niska energia padajgcej wigzki
= dynamika nierelatywistyczna

A.F.Zarnecki Wyktad V 18



‘ Zderzenia I

Stan koncowy pocisku i tarczy
-7 T~ zalezy od parametru zderzenia b

4 N e b= 0 = zderzenie centralne

—

Vi
O

/ ‘;:,2
\ ﬁll

=0 '"b=2R e 0 < b < 2R = zderzenie
VA / nie centralne, ciata “dzielg sie”
\ / poczatkowg energig i pedem

S > e b >= 2R = brak zderzenia
e - (kule mijajg sie)

V5

V'y

|
<u ©

A.F.Zarnecki Wyktad V 19



| Uktad srodka masy I

Uktad izolowany Srodek masy

Klasyczna definicja potozenia srodka masy:

|zolowany uktad wielu ciat:
. S om; T
R — 1 11
> My
—- Srednia wazona z 7; (z wagami w; = m;)

Ruch srodka masy:  m;=const

- _d 5 sz%dtrrz
dt > imy;

uktad inercjalny = (Z mi) Vo > my; T
. g
Zasada zachowania pedu:

J

gl

|

~
Q<1
=

|
]

!

)
Y p; = const z
g ped uktadu mozemy zwigzac z ruchem srodka masy

A.F.Zarnecki Wyktad V 20



| Uktad srodka masy I

PredkosC srodka masy:  (klasycznie) Uktad $rodka masy

—

S > i Di P Uktad srodka masy jest w wielu
Vo = = — . .
Sy M przypadkach najwygodniejszym
Zawsze mozemy tak zmieni¢ uktad uktadem odniesienia
odniesienia, zeby $rodek masy spoczywat = szereg relacji bardzo si¢ upraszcza
A
| _,\81 3 |_3; | Zasada zachowania pedu w CMS:
| P1 : (zmienne w CMS oznaczamy *)
: CM : % — %
. O i P* = ) p" =0
I 2 _ ., | )

ogolna definicja uktadu srodka masy

— uktad $rodka masy (CMS) stuszna takze w przypadku v ~ ¢

A.F.Zarnecki Wykitad V 21



| Uktad srodka masy I

Zderzenia nie centralne Uktad Srodka masy:
Uktad laboratoryjny:

Zasada zachowania pedu:  P* = 0

Skomplikowane wyrazenia na predko&ci 01 = 0>
koncowe w funkcji np. kata rozproszenia 64 . 1%} 1% mo
Latwigj jesli mq = mo Vo o |2 om

A.F.Zarnecki Wykitad V 22



| Uktad srodka masy I

Zderzenia sprezyste
Zasada zachowania energii:

Ukfad srodka masy:

2 2 2 2
2 2
m m

(ml + m—;> V12 — (ml + m—;> Vll2

= Vi=V; = Vi=1

Niezaleznie od mas zderzajgcych sie ciat,
wartosci ich predkosci przed i po zderzeniu
sprezystym sg takie same.

Z definicji CMS: V5 = %Vl

W uktadzie srodka masy !

A.F.Zarnecki Wyktad V 23



Uktad srodka masy

mi1 = mo
Uktad srodka masy: Uktad laboratoryjny:
V1 V2

Do wszystkich predkoéci dodane Vi,

A.F.Zarnecki Wykitad V 24



| Uktad srodka masy I

mi1 = mo
Uktad srodka masy: Uktad laboratoryjny:
— s
Y/ —
e V=0
7 " ) =R
, V;
b=2R H b=2R Vow >\‘} b=0
=0 b=0  b=2R
\\ \ vl, //l
b=R -

_ -

Do wszystkich predkoéci dodane Vi,

A.F.Zarnecki Wyktad V 25



mi, < Mo

Uktad srodka masy:

Dlam1=%m2 = v1] =29

Uktad srodka masy

Uktad laboratoryjny

b=2R

A.F.Zarnecki

Wykiad V
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Uktad srodka masy

mq > Mo

Uktad srodka masy: Uktad laboratoryjny:
—> <

Dlami{ =2my = ’01:%’02

A.F.Zarnecki Wykitad V 27



mq > Mo

Uktad laboratoryjny:

Uktad srodka masy

Zwigzek miedzy predko$ciami:

K mi
Vo = vy = %1
mi + mo
m m
fu’f p— —2'05 — 2 | %1
mq mi + mo

Maksymalny kat rozproszenia “pocisku”:

. v m
singper = 1. = T2

Vowm mi

Dla “tarczy” ograniczenie nie zalezy
od stosunku mas:

T
0 < 6, < =
2 2

A.F.Zarnecki
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| Uktad Srodka masy I

Energia uktadu Energia kinetyczna uktadu:

Transformacja predkosci: B, — Zmz v? _ Zmz 5% + Vo2
- S — 2 2
Vg — Uy + VC’M

_ Z my (U*)Q Qmi v; VCM + my VCQM
2 2

. v, Vs v, . Z zasady zachowania pedu:

! V*1 Vi ° : - - - -

i M T/E” i zi:mi'v_;j*vCM = VCMzi:miﬁ;J*ZVCM P*=0
: — | Ostatecznie:

I . V2 :

| = QV, L . M V3

o Val > Vo . | By = Bj + —

Energia kinetyczna uktadu jest sumg energii “wewnetrznej” (E7)
| energii kinetycznej uktadu jako catosci.

A.F.Zarnecki Wyktad V 29



| Uktad srodka masy I

Ruch srodka masy Pod dziataniem sit zewnetrznych:

Dla uktadu izolowanego Frw Zﬁ'zw
2

P = const i

Srodek masy pozostaje w spoczynku zmiana pedu ukiadu:

lub porusza sie ruchem jednostajnym dP dp;
prostoliniowym | Zasada Dynamiki dt ~ dt

DT+ L Ey
) T 7

— Fw’zw

Il Zasada Dynamiki

W oparciu o pojecie sSrodka masy mozemy opisac ruch uktadu jako catosci
stosujgc rownania ruchu punktu materialnego.

A.F.Zarnecki Wyktad V
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| Zasada zachowania momentu pedu I

Sity centralne

Jesli uktad ciat (lub pojedyrcze ciato) dziata jakas sita zewnetrzna Fj.; 7= 0
to ped uktadu musi sie zmieniaé: > p; 7% const.

Sity ktére dziatajg na uktad czesto sg
sitami centralnymi - dziatajg w kierunku ustalonego zrédta sity.

Jesli potozenie zrédia przyjmiemy za érodek uktadu = Fipy = F(r,...) - ir
Przyktad:

o sitagrawitacyjna  F(r) = —G™32
o sita kulombowska  F'(r) = Ql—Q%

o sitaspezysta F(r)=—-k-r

Czy mozna cos “uratowacd” z zasady zachowania pedu ?...

A.F.Zarnecki Wyktad V 31



| Zasada zachowania momentu pedu I

Moment pedu

Zdefiniujmy dla punktu materialnego:

L = 7Fxp

p=mv

. Sy
czastka P o masie m

i’
kierunek obrotu sruby: _
- i o predkosci v

od wektorar
do wektora v

tor czastki P
: é‘r

< moment pedu wzgledem O
zalezy od wyboru poczatku uktadu

Dlav < c
L = m¥Pfxd
L = mruovsing

Kierunek wektora momentu pedu jest
prostopadty do ptaszczyzny ruchu,
zwrot z reguty Sruby prawoskretnej

A.F.Zarnecki

Wykiad V

32



| Zasada zachowania momentu pedu I

Moment pedu

Ruch po ptaszczyznie:

L = m7x (0 4+ )
L= mr 'U% ; Przypadek szczegéiny:
= L = mr? Z =M r? w ruch po okregu - r=const

Zdefiniujmy moment bezwtadnosci

Izmr2

(dla punktu materialnego)

= moment pedu mozemy przedstawic
w 0golnej postaci

L = I

w - predkosc kagtowa
A.F.Zarnecki Wyktad V 33




| Zasada zachowania momentu pedu I

Definiujemy analogicznie do momentu pedu

Moment sity

. o <~ moment sity wzgledem O
M = rx F ywegle

Z 1l zasady dynamiki

M=rxF T o -
N tor c?qstki dL . d(ff’ X ﬁ)

dt dt
d7 _dp
= — Xp+ TX—
T dt
= Oxp+ FxF
kierunek obrotu sruby: czgstka P o masie m = — O + M

od wektora r do wektora F

A.F.Zarnecki Wyktad V 34



| Zasada zachowania momentu pedu I

Czgstka swobodna

/ tor czastki
/ swobodnej

¥ =const

parametr zderzenia
& =rsin 8 = const

Moment pedu wzgledem dowolnego
punktu O pozostaje staty:

L = mwvrsingd = mwvb = const

b - parametr zderzenia
odlegtos¢ najmniejszego zblizenia do O

Sita centralna

Moment sity: (wzgledem zrodia)
M = FxF
= Fxir-F(r,..) =0
L = const

Moment pedu, liczony wzgledem zrodta
sity centralnej pozostaje staty.

A.F.Zarnecki
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| Zasada zachowania momentu pedu I

Predkos¢ polowa Il prawo Keplera
Pole jakie wektor wodzgcy punktu zakre$la w  dS 1., L
. ds — = —|frxdJ] = — = const
jednostce czasu: “ dt 2 2m
v Y|
2 planeta
\\\ V
o ® X,
= v Slonce
de T F X 3
- -

W ruchu pod dziataniem sit centralnych

dS = —rrdf = |7 x U] dt  predko$é polowa jest stata.

A.F.Zarnecki Wyktad V 36



| Uktad srodka masy I

Moment pedu ukfadu Catkowity moment pedu wzgledem poczatku uktadu
Transformacja galileusza: [ = N m; 7 x ¥
. i

=Tt fom = > m <§0M + ﬁ'*) X (VCM + ?7i*>

v = v, + Voum i
A . - [Zmz ECMXVCM+§0MXZmi@*
V=V C + | mt| x Vour + Y marit x o
| MO Vey i oL i
| 1 ZdefinicjiCMS: ¥ m;ti* = Y myi* =0
| v Voo o otrzymujemy:
A S S
---------------------- ! L = MRCM XVCM -+ LCM

Moment pedu uktadu jest sumg “wewnetrznego” momentu pedu (E’&M) (wzgledem CM)
i momentu pedu uktadu jako catosci.

A.F.Zarnecki Wyktad V 37



Egzamin
Przyktadowe pytania testowe:

1. Dla ciata, poruszajgcego sie w polu sit centralnych, zachowana(y) jest
A | energia potencjalna B| moment pedu C | energia kinetyczna D | ped

2. Dla ciata, poruszajgcego sie w polu sit zachowawczych, zachowana(y) jest
A | moment pedu B| ped C | energia kinetyczna D | energia catkowita

3. Ciato A spuszczono swobodnie z wysokosci cztery razy wiekszej niz ciato B: hy = 4hg. Uzyskane
predkosci
Al vg=2wvp B| va =+vV2uvp C| va=4vp D| vq =2v2vp

4. Pocisk uderza centralnie z predko$cig ¥ w nieruchoma tarcze o takiej samej masie. Zaktadajac, ze
zderzenie jest elastyczne, predkos¢ pocisku po zderzeniu wyniesie

Al = -7 B| ¢ =0 C|lv = —iv D v =

U

N~

5. W zderzeniu sprezystym pocisku o masie m z nieruchoma tarcze o masie M suma katow rozproszenia
pocisku i tarczy byta wieksza od 90°. Mozna na tej podstawie wnioskowad, ze

Alm > M Blm > M Clm < M Dilm <« M
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