UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

i KAPITAL LUDZKI
i NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI

Mechanika ruchu obrotowego

Fizyka | (Mechanika)

Wyktad VI:

e Ruch harmoniczny i po okregu

e Ruch w jednorodnym polu elektrycznym i magnetycznym

e Prawa ruchu w uktadzie obracajgcym sie



| Pojecia podstawowe I

Uktad wspoétrzednych

Stuzy do okres$lenia potozenia ciata w danym uktadzie odniesienia

Potozenie mozemy zapisa¢ na wiele ZA
roznych sposobow:

o uktad wspoétrzednych kartezjanskich:

= (z,y,2) s
i
o uktad wspotrzednych biegunowych: "
7? — (T,@,¢) ——————————
X
o uktad wspotrzednych walcowych: X
ro= (¢ %)

A.F.Zarnecki Wykiad VI



| Ruch harmoniczny I

Szczegolny przyktad ruchu drgajgcego:

x = A-sin(wt+ o)

Parametry
e amplituda A

e czestosc kotowa w

, 2
okres drgan T' = il
w

o faza poczagtkowa ¢

Rownanie oscylatora harmonicznego:

dQZE‘ 2
— = —WwW
dt?

a =
dt

NN

Predkos¢: V = fi—f = w A -cos(wt + ¢)

Przyspieszenie:

—d—VZ—wQA-Sin(wt—I—(b)Z—wQ-af;

(ruch w jednym wymiarze)

A.F.Zarnecki

Wyktad VI 2



| Ruch harmoniczny I

Rownanie oscylatora harmonicznego:
d27 . .
— = Wl (postac€ ogdlna)
dt

Rownanie oscylatora dobrze opisuje zachowanie bardzo wielu uktadoéw fizycznych:
ciezarek na sprezynie, wahadto matematyczne (dla matych wychylen), struna, itp...

Rownanie oscylatora harmonicznego jest przyktadem rownania rézniczkowego.
Ogélna postac rozwigzania:
1D: o = A-sin(wt4+¢) = A-cos(wt) + B -sin(wt)
3D: 7 = A-cos(wt)+ B -sin(wt)

W ogdlnym przypadku ruch bedzie ptaski, w ptaszczyznie wyznaczonej przez poczatkowe
potozenie i predkoéé: A =7(0) =7y wB = 3(0) = .

A.F.Zarnecki Wyktad VI 3



| Ruch po okregu I

Ruch jednostajny po okregu jest szczegdlnym
rozwigzaniem rownania oscylatora harmonicznego - S
(JA| = |B|i A L B); mozemy tez go przedstawié 0

jako ztozenie dwoch niezaleznych ruchow harmo- =
nicznych (z roznicg faz A¢ = £75):

x = r-cos(w-t) = T-Sin(w-t-l—g)

y = r-sin(w-1t)

Sktadowe przyspieszenia (jak dla ruchu harmonicznego):

— 2 V2
al —_w .:E —_ —y
{ :1: 2 ¢a=—w2-r :>an=w2-r=—

Przyspieszenie to jest nazywane przyspieszeniem dosrodkowym
lub przyspieszeniem normalnym (prostopadtym do kierunku ruchu).

Gdy ruch po okregu nie jest jednostajny pojawia sie tez sktadowa styczna: @ = a,, + ds

A.F.Zarnecki Wykiad VI 4



| Ruch po okregu I

Przypadek ogélny: r = constiz =0 & Vi
Potozenie ciata opisane jest jedng zmienng:

e Kkat w ptaszczyznie XY - ¢, Iub T S
o dtugo$é tuku okregu - s =7 - ¢ ¢ X
Wartos¢ predkosci:
ds do
= — = r— = rw
dt dt y
predkosc katowa w = =7
dw d2¢
Przyspieszenie katowe: o = — = ——
yop 2 T a dt?
. . dV d?s - N
Przyspieszenie styczne: as = n = 2 = ra < styczne:ads ||V

Ruch jednostajny po okregu: a =0 = w=const = V =const = as=0

ale V#const = a, #0!l
A.F.Zarnecki Wyktad VI 5




| Ruch po okregu I

Predkos¢ w zapisie wektorowym: Z |
‘7 — OXTr A (6))
Przyspieszenie: /\ Y»
| T
N d‘? dw . . dr \ O = v
= — = — X7 4+wxX—
dt dt dt X /
= ax7+adxV
= as —+ an

Oprocz przyspieszenia stycznego as || V', opisujgcego zmiane |V,
jest tez przyspieszenie normalne a,,, odpowiedzialne za zmiane kierunku V' w czasie.

an, = GX(@X7) = —w? 7 Ax(BxC)=(A-C)-B—(A-B)-C

przyspieszenie dosrodkowe

A.F.Zarnecki Wyktad VI 6



‘ Rownania ruchu I

Podstawowym zagadnieniem dynamiki jest rozwigzywanie rownan ruchu,
czyli okres$lanie ruchu ciata ze znajomosci dziatajgcych na nie sit.

Sita dziatajgca na ciato moze zaleze€ od potozenia i predkosci czgstki oraz czasu
= réwnanie ruchu:

d27#(t)
dt?
Ogélne rozwigzanie ma szesc¢ statych catkowania:
r = ’I?(t,C]_,CQ,...,C%)

Aby Scisle okresli¢ ruch ciata musimy poza rozwigzaniem réwnan ruchu
wyznaczy¢ wartosci wolnych parametrow (w ogolnym przypadku szesciu)
Najczesciej dokonujemy tego okreslajgc warunki poczgtkowe:

0 7 (to)

U0 v (to) to - wybrana “chwila poczatkowa”

= F(7,0,t)

A.F.Zarnecki Wykiad VI



‘ Rowanania ruchu I
Pole elektryczne

Rozwazmy czgstke natadowang o masie m i tadunku g poruszajgca sie w jednorodnym
polu elekirycznym o natezeniu E (np. wewnatrz kondensatora ptaskiego).

Na czgstke dziata stata sita (z definicji natezenia):

A+ A A A
~

>0 Ruch odbywa si¢ ze statym przyspieszeniem:

-~
Vv F .
y r g = &£ _ 9 B
. m m
| : - Petna analogia do pola grawitacyjnego:
‘ _______________ g’ & i . E
. m
E = (0,-F,0) Np. energia potencjalna:

EJ =mgy < Eg = qFy

A.F.Zarnecki Wyktad VI 8



‘ Rowanania ruchu I

Pole elektryczne Réwnania ruchu:

d?z .
T+ +FF+FFFFF T mdt—Q_O
yn d2
Y
I — = E
<0 | L X Calkowanie + warunki poczatkowe
E
- —---------=-=-= | = x(t) = wvg-t
QFE
| ) y(t) = 2 —-t°
State jednorodne pole elekiryczne £ = (0, E/,0) m
: - o, = QFE D
W chwili o = 0 w punkcie 7o = (0,0,0) wpole = rownanieforu: y = "5 -z
wlatuje z predkoscig vg = (vg,0,0) czastka 0  Kat odchylenia:
masie m i fadunku @ dy OFL
- R tanf = —= — 5

A.F.Zarnecki Wyktad VI 9



Pole magnetyczne

State jednorodne pole B = (0,0, B)

‘ Rowanania ruchu I

Z definicji iloczynu wektorowego

bw Ay iz
2=
B Q.| dz dy do
dt2 dt dt dt
O 0 B
Uktad dwoch rownan:

d%x dy

— 7 = B -2

a2 ¢ dt

d2y dx

-7 = _0OB==

a2 ¢ dt

Catkujac pierwsze rownanie

W chwili ¢ = O w punkcie 5 = (0,0,0) dx
. o m— = QB (y—¥yc)
w pole wlatuje z predkoscig v5 = (0, vg, 0) dt
czgstka 0 masie m i tadunku Q d2y Q B\ ?
— 72 = —<—) (¥ — yc)

ﬁB = Q’JXE

sita Lorenza

A.F.Zarnecki

Wyktad VI

10



‘ Rowanania ruchu I

Pole magnetyczne

Otrzymujemy réwnania ruchu:

%y 2 ( ) oscylator

_ p— — W J—

dt2 Y—Yc
dr ( ) Q B
— = W — w = —
dt g e m

= ruch po okregu w - czestosc cyklotronowa

Rozwigzanie:
x = r-sin(wt—+ ¢g) + x¢
y = r-cos(wt—+ ¢g) + yc

gdzie r - promien cyklotronowy:
m vQ
QB
Z warunkow poczagtkowych
(7(0) = 70 1 ¥(0) = vp):

T =

x = r-(1—coswt)
y = r-Sinwt
Ruch w polu magnetycznym
jest jednostajny: v = const

m v P

QB QB

T =

A.F.Zarnecki Wykiad VI
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Rowanania ruchu

W fizyce czastek pole magnetyczne powszechnie wykorzystywane jest do pomiaru pedu
czastek. Wszystkie dtugozyciowe czgstki natadowane majg tadunek t1e...

Komora pecherzykowa w CERN Detektor CDF w Fermilab

RS ; 4 missing Energy
}/"’f e \ ‘-\‘I .

v O ' —_—
;::;/I ! \ A ..---"'_----"'--




‘ Rowanania ruchu I

Pole magnetyczne

W ogélnym przypadku predkos¢ czastki
V nie musi by¢ prostopadta do wektora
indukcji pola magnetycznego B.

Jednak sita Lorenza zawsze prostopadta
do B = na kierunku réwnolegtym do
pola znika!

W kierunku wektora pola ruch czastki
jest ruchem jednostajnym.

W ogolnym przypadku torem ruchu jest
spirala.

A.F.Zarnecki

Wyktad VI
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Pole magnetyczne

‘ Rowanania ruchu I

® ® ® /' 0|® ®

><V

Odchylenie czastki przelatujgce;
przez waski obszar jednorodnego pola
zaktadamy wt < 1:

r ~ r-wt
(wt)?
~ r-||1-— — 1
(G
27
Kat odchylenia:
tanez‘d—y — EZQBL
drlz=1IL r m vg

A.F.Zarnecki
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Selektor predkosci

‘ Rowanania ruchu I

Czagstka w skrzyzowanych

jednorodnych polach £ 1 B
Fp
Fp

QE’
Q-7 x

Dla predkosci Vo = £
wypadkowa sit Iy + F'g = 0

= tor prostoliniowy

— metoda selekcji czgstek
o ustalonej predkosci

niezaleznie od ich Q i m

A.F.Zarnecki

Wyktad VI
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‘ Rowanania ruchu I

m

<
(@)

Spektrometr Bainbridge’a Mierzymy promien cyklotronowy r = UL
dla czastek o ustalonej predkosci vg = %
= pomiar %

wiazka jonow =

E
L

@ -

BEE

B
selektor predkosci

klisza fotograficzna

Czastki 0 roznych masach zaczernig klisze
w réznych odlegtosciach od szczeliny

A.F.Zarnecki Wyktad VI 16



| Ruch po okregu I
Sita dosrodkowa

Czagstka natadowana w polu magnetycznym

Sita Lorenza: _, I
FB = Q-’UXB
Dla v L B:
Fp = QuvB
B 1
= Fp = ¢ mv? = = mo?
Promien cyklotronowy: m v r
muv p
T pu— _
QB B -
Fp = ne — mwzr
r

A.F.Zarnecki Wyktad VI
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| Ruch po okregu I
Zasada bezwtadno$ci

“Kazde ciato trwa w swym stanie spoczynku lub ruchu
prostoliniowego i jednostajnego, jesli sity przytozone nie
zmuszajz ciata do zmiany tego stanu.” |.Newton o

— aby ciato pozostawato w ruchu po okregu konieczne
jest dziatanie sity = sita dosrodkowa

Ruch po okregu moze by¢ wynikiem dziatania r6znego rodzaju sit:
o sity zewnetrzne
= sia Lorenza (pole magnetyczne)
= sily sprezystosci

o sity reakcji wiezow (kulka na nitce)
o wypadkowej sit reakcji i sit zewnetrznych (regulator Watta, kulka w wirujacym naczyniu...)

A.F.Zarnecki Wyktad VI 18



Sita dosrodkowa

Regulator Watta

| Ruch po okregu I

Kulka w wirujgcym naczyniu

Sita dosrodkowa jest wypadkowag sity reakcji i sity ciezkosci:

F

mg’—l—ﬁ

A.F.Zarnecki

Wyktad VI
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Sita dosrodkowa

= Y;
X
x = r-cos(w-t)
y = r-sin(w-t)
z = 0
= ay = —w’r-cos(w-t)
ay = —w? r-sin(w - t)
= i = —wF
= F = —muw?r

| Ruch po okregu I

. dv
a = —
dt
dv = v-d¢p = vwdt
a = vw = wir = — dg

W zapisie wektorowym: @& = const

. A% d(& x 7) . dr
a = — = = W X —
dt dt dt
= GxV = &x(@x7)
— —wQ-FJ_ fFLz(az,y,O)

A.F.Zarnecki

Wyktad VI



| Ruch po okregu I

Kulka w wirujgcym naczyniu Sita dosrodkowa skierowana poziomo
ze sktadania sit:

Sita dosrodkowa

= R-.-cOSa — mg = 0O
F = R-sina = mg-tana

Z robwnania ruchu:

F = mwQTL = mw?r-sina
= COSa = g
w=r
— - . . g L
F = mj+ B Kulka odchyli sig dopiero dla w > /¢ = wo

wo - czestos¢ drgan wahadta
matematycznego o diugosci r

A.F.Zarnecki Wykiad VI 21



| Uktady nieinercjalne I
Prawa ruchu

Niech uktad O’ porusza sie wzgledem uktadu inercjalnego O.

Osie obu uktaddéw pozostajg caty czas réwnolegte (brak obrotow)

Niech 7-(¢) opisuje potozenie uktadu O’ w O. Przyspieszenie: do, = %
Prawa ruchu w uktadzie inercjalnym O:
mda = F(7,0,t) + Fp
— w uktadzie nieinercjalnym O’:
ma' = FF',3',t) + Fp — mio
— w uktadzie nieinercjalnym musimy wprowadzi¢ site bezwiadnoéci F, = —mdo

Czy mozemy to podejscie zastosowac takze w przypadku,
gdy uktady obracajg sie wzgledem siebie?

Problem komplikuje sie, bo przyspieszenie wzgledne zalezy od potozenia...

A.F.Zarnecki Wykiad VI
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| Uktad obracajgcy sie I

Niech uktad O’ obraca sie z predkoscig katowg & wzgledem uktadu inercjalnego O.
Dla uproszenia przyjmijmy, ze poczatki obu uktaddéw pokrywajg sie.

Rozwazmy ruch punktu materialnego
spoczywajgcego w uktadzie O’

Z punktu widzenia obserwatora O ciato porusza
sie po okregu wiec musi na nie dzialaC sita
dosrodkowa:

ﬁd = —mwQF’L

A y’
M
® @ -
./w X’
A y _»‘\
F
N , o

A.F.Zarnecki Wyktad VI
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Uktad obracajacy sie

Z punktu widzenia obserwatora O (uktad inercjalny) ciato porusza sie po okregu
i musi na nie dziala¢ sita dosrodkowa:

F; = —mwQFJ_

W uktadzie O’, aby opisa¢ rownowage sit ( ciato pozostaje w spoczynku)
musimy wprowadzi¢ site bezwtadnosci:

ﬁb = +mw? T
—> sita odSrodkowa
A y _»\ o .
RV y
® - > F
,' X <>‘\ - d o Fb>_>
//I -/w X,

Sity bezwtadnosci sg sitami pozornymi, wynikajacymi z nieinercjalnego charakteru uktadu odniesienia

A.F.Zarnecki Wyktad VI
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Sita odsrodkowa

Regulator Watta

| Uktad obracajgcy sie I

Kulka w wirujgcym naczyniu

Rownowaga sit w uktadzie obracajgcym sie:

mig + R + F, = md’ = 0

A.F.Zarnecki

Wyktad VI
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Sita odsrodkowa

Ciecz w wirujgcym naczyniu

Powierzchnia cieczy przyjmuje
ksztatt paraboliczny

| Uktad obracajgcy sie I

Roéwnowaga drobiny na powierzchni cieczy:

mgsina—mwQTCOSa = 0
(rzut na powierzchnie cieczy)
dy w?
— = tana = —r
dr g
2
W
=y = -1+
29

A.F.Zarnecki

Wyktad VI
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Uktad obracajgcy sie

Ruch obrotowy Ziemi

Ciata nieruchome wzgledem powierzchni Ziemi.
Zmiana efektywnego przyspieszenia ziemskiego

o§ obrotu
Kerunk I ‘T‘ zwiazana z ruchem obrotowym Ziemi:
~ /'
\E p Ag = —erl cos¢=—w2rz coqub
—~mX{(@WAT)=w" 1] r m
A ~ —0.033— - COS? ¢ ¢ — szerokos¢ geo.
/] BTN 52
/ " .
Kiermneks /| Wyniki pomiarow:
7
biegun N g =9.83216 8%
Warszawa g =9.81230 55
S
_ ~ m
- o s rownik g =9.78030
~ o23hsemQ04s T s Efekt wiekszy ze wzgledu na sptaszczenie Ziemi

A.F.Zarnecki Wykiad VI 27



| Uktad obracajgcy sie I

Uktad O’ obraca sie z predkoscig katowg « wzgledem uktadu inercjalnego O.

Rozwazmy teraz ruch punktu materialnego
spoczywajgcego w uktadzie O:

W uktadzie O’ ciato porusza sie po okregu i musi
na nie dziala¢ sita do$rodkowa:

F = —mwzf’J_

W uktadzie O’ dziata tymczasem pozorna sita
odsérodkowa skierowana przeciwnie

Fy, = +muw’ 7,
= musimy wprowadzi¢ kolejng site ?!

Aby “uratowad” robwnania ruchu potrzebujemy

F. = —QmwQFJ_

by
P @ >
X
A y’ \
~ R
(® <7 e
'/(L) s X’

= czy to w ogdle ma sens ?...

A.F.Zarnecki Wykiad VI



Uktad obracajacy sie

V2

r

Punkt materialny poruszajgcy sie po okregu w uktadzie O, sita dosrodkowa F; = m

W uktadzie obracajgcym sie O’ predko$¢ punktu wynosi V! =V —w r

Uktad O Uktad O’
Ay ‘y’
A N %
CBX””*:‘ }”41 - <>) - —
/ Ed X W Fq

Zwigzek miedzy sitg wypad}kowac wQO'iwO:

) Y . (V! —|—w’r)2
Fd_ m— = m
r r

— 2mwV’ — mw’r = F;— F.— F,

Dodatkowa sita pozorna F., (sita Coriolisa) konieczna do opisania ruchu po okregu w O’

A.F.Zarnecki Wyktad VI 29



| Uktad obracajgcy sie I

Rozwazmy teraz punkt materialny poruszajgcy sie radialnie w uktadzie O'.

W inercjalnym uktadzie O zblizajgcy sie do centrum uktadu punkt materialny zaczyna
“wyprzedzaé” punkty uktadu O’, gdyz ich predko$¢ w ruchu obrotowym maleje...

Uktad O’ Uktad O
A, A

y y

JoRY

X

.
3

Pozorna sita Coriolisa pojawia sie w ukfadzie obracajgcym sie (nieinercjalnym), zeby
opisac odchylenie od toru prostoliniowego...

A.F.Zarnecki Wyktad VI 30



Uktad obracajacy sie

Uktad O’ obraca sie z predkoscig katowg « wzgledem uktadu inercjalnego O.
Dodawanie predkosci:

Przyspieszenie:

B v dv’ dz ., . . dF’
. ‘T @ a ta’ T
Pochodna dla wektora o z uktadu O (+/i4)
do’ do’
=~ == 4 &xd
dt dt’
pochodna w O’ + obr6t osi O’
= a = d - EXT + dx@x7r") 4+ 2.0XxXU
przysp. w O’ przysp. O’ przysp. dosrodkowe przysp. Coriolisa

A.F.Zarnecki Wyktad VI 31



| Uktad obracajgcy sie I
Réwnanie ruchu

W ukfadzie inercjalnym O:

— w uktadzie nieinercjalnym O’:

ma' = FF',0',t) + FR — max (@x7) — 2. maxd’

W uktadzie obracajgcym sie wprowadzamy dwie pozorne sity bezwtadnosci:

o site odérodkowa Fp, = —m & x (& x 7)) = +m w2 7|/

o site Coriolisa F.= -2 -ma& x ¢/

A.F.Zarnecki Wyktad VI
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| Uktad obracajgcy sie I

Ruch obrotowy Ziemi

Spadek swobodny z duzej wysokosci

P

g

(63 ]

N potkula potnocna

/ v
W l
| Qo <y’
|
S |

Sita Coriolisa odchyla tor ciata
w kierunku wschodnim (obie potkule!)

4

Spadek swobodny z wysokosci h=5.5 km,
zaniedbujgc opory powietrza:

Zaniedbujgc odchylenie od pionu:
ac = 2w |vy| COS¢p = 2w g COS¢ -t

Ruch w poziomie (catkujac a; = ac):

1
'va;zwgCOqu-t2 : :vzgwgCOSqS-t?’
Koncowe odchylenie toru od pionu:

2h
t=,/—~33s = AX9m: -C0S¢p

g
w Warszawie okoto 5.5 m

A.F.Zarnecki

Wyktad VI 33



| Uktad obracajgcy sie I

Ruch obrotowy Ziemi

Spadek swobodny z duzej wysokosci

P

g

(63 ]

N potkula poocna

yan
77

Sita Coriolisa odchyla tor ciata
w kierunku wschodnim (obie potkule!)

4

'
Quy sy’

Opory powietrza = przez wiekszo$é czasu

spadek z predkoscig v ~ 55 m/s:

ac = 2wv COS
~ 0.008 - cos¢
S

Spadek z 5.5 km zajmie t ~ 100 s.
Koncowe odchylenie toru od pionu:

42
A = a02 ~ 40 m - COS ¢

w Warszawie okoto 25 m

A.F.Zarnecki

Wyktad VI
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Uktad obracajacy sie

Sita Coriolisa
Pétkula potnocna

OWw

Wiatry zakrecajg “w prawo”; wyz “kreci sie”
zgodnie z ruchem wskazoéwek zegara

FC:_2°m(A_jX6,

Potkula potudniowa

Fe

Wiatry zakrecajg “w lewo”; wyz “kreci sie”
przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara

A.F.Zarnecki

Wyktad VI
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| Uktad obracajgcy sie I

Wahadto Foucault’a 1851 r.

N Dla obserwatora na Ziemi ptaszczyzna ruchu
__ polkulapsinocna  Wahadta obraca sig z predkoscig katowa

wi = w-Sino

w Warszawie (¢ = 52°): w1~ 12°/h

dla startu z potozenia rownowagi:

start z wychylenia maksymalnego

A.F.Zarnecki Wyktad VI 36



Egzamin

Przyktadowe pytania testowe:

1. W jednorodnym polu magnetycznym czgstka natadowana nie moze poruszac sie po

A

2. W ruchu jednostajnym po okregu wartos¢ sity doSrodkowej wynosi

A

3. Przyspieszenie ziemskie wyznaczane z pomiaru spadku swobodnego

A

C

linii Srubowej

mw2fr

B| okregu

mw?
B r

jest najwieksze dla ¢ = 45°
jest najwigksze na biegunie

C

C

0

B

elipsie

D | prostej

nie zalezy od potozenia na Ziemi

D

jest najwieksze na réwniku

4. W idealnie pionowa studnie upuszczamy kamien. W ktorg $ciane studni uderzy

A

wschodnig

B| potudniowg

C

pétnocng

D

zachodnig

5. Okres precesji (obrotu ptaszczyzny drgan) wahadta Foucaulta znajdujgcego sie na réwniku wynosi

A

24 h

B

nie ma precesji

C

12 h

D| 48h
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