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Prawo powsze
hnego 
i �a

�

zenia

Prawo powsze
hnego 
i �a

�

zenia Newtona (1687):

r

m M
F F

F = G

mM

r

2

Opisuje zarówno spadanie jab�ka z drzewa jak i ru
hy Ksi �e

�

zy
a i planet.

Grawita
ja jest opisywana przez jeden parametr, sta� �a Newtona: G � 6:67 �10

�11

Nm

2

kg

2

W warunka
h laboratoryjny
h

potwierdzona przez do

´

swiad
zenie

Cavendisha (1798), w którym zmierzy�

oddzia�ywanie kul o�owiany
h masa
h

m = 0:73 kg iM = 158 kg.

A.F.

�
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Prawo powsze
hnego 
i �a

�

zenia

Prawo powsze
hnego 
i �a

�

zenia sformu�owane zosta�o dla mas punktowy
h.

Ale stosuje si �e tak

�

ze dla ddzia�ywa

´

n 
ia� sfery
znie symetry
zny
h

F = G

mM

r

2

r

m M
F F

Si�a 
i �a

�

zenia dla 
ia�a przy powierz
hni Ziemi:

F = G

mM

Z

R

2
Z

� g �m

) g =

GM

Z

R

2
Z

A.F.

�
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Ru
h satelity

R

V

F

RZ

Satelita na orbi
ie ko�owej o promieniu R.

Si�a grawita
ji

F = G

mM

Z

R

2

jest si� �a do

´

srodkow �a, konie
zn �a do utrzy-

mania satelity na orbi
ie:

G

mM

Z

R

2

= m

V

2

R

) V =

s

GM

Z

R

Pierwsza pr�edko

´

s

´


 kosmi
zna (R = R

Z

):

V

1

= 7:91 km=s

pr�edko

´

s

´


 pozioma konie
zna do �oderwa-

nia� od Ziemi (zaniedbuj �a
 jej ru
h wirowy)

A.F.

�
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Ru
h satelity

R

V

F

RZ

Okres obiegu dooko�a Ziemi:

T =

2�R

V

Podstawiaj �a
 wyra

�

zenie na pr�edko

´

s

´


:

T = 2�R

s

R

GM

Z

=

2�R

3=2

p

GM

Z

Im wy

�

zsza orbita tym d�u

�

zszy okres obiegu...

Odwra
aj �a
 t �a zale

�

zno

´

s

´


:

R =

3

s

GM

Z

T

2

4�

2

=

3

s

g R

2
Z

T

2

4�

2

Dla okresu obiegu równego okresowi obrotu Ziemi (23

h

56

m

4:09

s

):

R = 42 164 km satelita geosta
jonarny

A.F.

�
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Prawo powsze
hnego 
i �a

�

zenia

Si�a grawita
ji (jak ka

�

zda si�a 
entralna) jest za
howaw
za:

W

AB

=

B

Z

A

~

F (~r) � d~r =

r

B

Z

r

A

�F(r) � dr = ��E

p

) �E

p

=

r

B

Z

r

A

G

M m

r

2

� dr =

�

�

G M m

r

�

r

B

r

A

Energia poten
jalna masym w polu grawita
yjnym masyM :

E

p

(r) = �

G M m

r

+ C

okre

´

slona z dokladno

´

s
i �a do sta�ej.

Zwy
zajowo przyjmuje si �e C = 0, 
o jest równowa

�

zne ustaleniu

E

p

(1) = 0

A.F.

�
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Si�a 
entralna

Rozwa

�

zmy przypadek ogólny ru
hu punktu materialnego o masiem

w polu 
entralnej si�y za
howaw
zej

~

F = F(r) �

~

i

r

) zasada za
howania energii: E =

mv

2

2

+ E

p

(r) = 
onst

) zasada za
howania momentu p�edu:

~

L = m~r � ~v = 
onst

Za
howanie momentu p�edu) ru
h p�aski (w p�asz
zy´znie ~r i ~v)

Pr �edko

´

s

´


 we wspó�rz�edny
h biegunowy
h:

~v =

~

i

r

�

dr

dt

+

~

i

�

� r

d�

dt

) v

2

=

�

dr

dt

�

2

+ r

2

�

d�

dt

�

2

=

�

dr

dt

�

2

+ r

2

!

2

θ

r

X

Y
V

r
θ

V

V

A.F.

�

Zarne
ki Wyk�ad VII 6



Si�a 
entralna

Pr�edko

´

s

´


 k �atow �a mo

�

zemy wyrazi

´


 przez warto

´

s

´


 momentu p�edu:

L = m r

2

! ) ! =

L

mr

2

Otrzymujemy wyra

�

zenie na kwadrat pr �edko

´

s
i:

v

2

=

�

dr

dt

�

2

+

�

L

mr

�

2

Wstawiaj �a
 do wyra

�

zenia na energi �e 
a�kowit �a:

E = E

k

+E

p

=

m

2

�

dr

dt

�

2

+

L

2

2m r

2

+ E

p

(r)

=

m

2

�

dr

dt

�

2

+ E

eff

p

(r)

) równanie ró

�

zni
zkowe dla sk�adowej radialnej) problem jednowymiarowy

A.F.

�
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Si�a 
entralna

Energia efektywna

�Efektywna� energia poten
jalna w polu si�y 
entralnej:

E

eff

p

(r) =

L

2

2m r

2

+ E

p

(r)

�energia

od±rodkowa�

Je

´

sli L 6= 0 to zasada za
howania momentu p�edu

�prze
iwstawia si �e� zbli

�

zeniu 
ia�a do ´zród�a si�y (r = 0).

bariera 
entryfugalna

�energia od

´

srodkowa�, si�a od

´

srodkowa

F

o

= �

d

dr

 

L

2

2m r

2

!

=

L

2

m r

3

= m r !

2

= m r

�

d�

dt

�

2

A.F.

�
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Si�a 
entralna

Ru
h radialny

Jednowymiarowe zagadnienie ru
hu radialnego:

dr

dt

= �

s

2

m

�

E � E

eff

p

(r)

�

dalej przyjmujemy

dr

dt

> 0

t =

r

Z

r

Æ

dr

0

r

2

m

�

E �E

eff

p

(r

0

)

�

E

eff

p

(r) =

L

2

2m r

2

+E

p

(r)

Ru
h mo

�

ze si �e odbywa

´


 tylko w obszarze E � E

eff

p

(r) � 0

) dla L 6= 0 istnieje ograni
zenie na odleg�o

´

s

´


 najmiejszego zbli

�

zenia: r � r

min

teorety
znie mo

�

zna wymy

´

sle

´


 si� �e 
entraln �a silniejsz �a od si�y od

´

srodkowej

) je

´

sli E < E

eff

p

(1) to 
ia�o nie mo

�

ze dowolnie oddali

´


 si �e od 
entrum si�y: r � r

max

) ru
h w ograni
zonym obszarze

A.F.

�
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Si�a 
entralna

Ru
h k �atowy

Za
howany moment p�edu: L = m r

2

!

) ! =

d�

dt

=

L

m r

2

� � �

Æ

=

t

Z

0

L

m r

2

dt

0

Mo

�

zemy wyprowadzi

´


 równanie na tor 
ia�a porównuj �a
 zale

�

zno

´

s
i od 
zasu:

dt =

dr

r

2

m

�

E � E

eff

p

(r)

�

=

m r

2

L

d�

) � � �

Æ

=

Z

L dr

m r

2

r

2

m

�

E � E

eff

p

(r)

�

równanie toru we wspó�rz�edny
h biegunowy
h

A.F.

�
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Si�a 
entralna

Ru
h k �atowy

∆Θ

Zmiana k �ata biegunowego przy przej

´

s
iu 
ia�a

od r

min

do r

max

�� =

r

max

Z

r

min

L dr

m r

2

r

2

m

�

E � E

eff

p

(r)

�

Tor b�edzie krzyw �a zamkni �et �a, je

´

sli�� = 2�

m

n

m, n - li
zby 
a�kowite

Warunek ten spe�niony jest tylko dla dwó
h pól:

(niezale

�

znie od warunków po
z �atkowy
h)

� E

p

(r) �

1

r

- si�a grawita
yjna, si�a kulombowska

(�� = �)

� E

p

(r) � r

2

- si�y spr �e

�

zysto

´

s
i (�� =

�
2

)

A.F.

�
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Ru
h w polu grawita
yjnym

energia efektywna

r

E  (r)p

graw.

ods.

eff

Ε

Ε 1

2Ε

3

Pole grawita
yjne

Ogólne wyra

�

zenie na energi �e poten
jaln �a:

E

p

(r) = �

k

r

k > 0) si�a przy
i �agaj �a
a

wybieramy E

p

(1) = 0

Charakter ru
h zale

�

zy od energii 
a�kowitej:

� E

1

> 0 - tor otwarty

� E

2

< 0 - tor zamkni �ety

� E

3

= E

min

- ru
h po okr �egu

A.F.

�
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Ru
h w polu grawita
yjnym

Model

Dwuwymiarowy ru
h 
ia�a po zakrzywionej powierz
hni.

Pro�l wysoko

´

s
i odpowiada energii poten
jalnej pola: h(x; y) � E

p

(r)

A.F.

�
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Ru
h w polu grawita
yjnym

Równanie toru

Rozwi �azaniem s �a tzw. krzywe sto

�

zkowe

posta
i (we wspó�rz�edny
h biegunowy
h)

r(�) =

p

1+ " � 
os(� � �

Æ

)

" - mimo

´

sród orbity

" =

r

1+

2EL

2

mk

2

p =

L

2

mk

� " = 0 - ru
h po okr �egu

o promieniu p

� " < 1 - ru
h po elipsie E < 0

� " = 1 - ru
h po paraboli E = 0

� " > 1 - ru
h po hiperboli E > 0

Osie elipsy:

� 2a =

2p

1�"

2

=

k

2jEj

- zale

�

zy tylko od energii

� 2b =

2p

p

1�"

2

=

L

p

2mjEj

- zale

�

zy tak

�

ze od momentu p�edu

A.F.

�
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Ru
h w polu grawita
yjnym

Ru
h po okr�egu

E  (r)p

r

Ε3

r

x

y

Przypadek sz
zególny: " = 0

E = E

min

= �

m k

2

2 L

2

minimalna energia 
a�kowita

przy ustalonym L

Inny przypadek sz
zególny:

Dla L = 0 mamy ru
h po od
inku

o d�ugo

´

s
i 2a =

k

2jEj

;b = 0

A.F.

�
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Ru
h w polu grawita
yjnym

Ru
h po elipsie

E  (r)p

r
2Ε

min maxrr

x

y

Warunek: E

min

< E < 0

Ru
h ograni
zony do: r

min

< r < r

max

E

eff

p

(r

min

) = E

eff

p

(r

max

) = E

´

Zród�o si�y znajduje si �e w jednym z ognisk elipsy.

D�uga pó�o

´

s zale

�

zy wy� �a
znie od energii;

�sp�asz
zenie� zale

�

zy od momentu p�edu

A.F.

�
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Ru
h w polu grawita
yjnym

Prawa Keplera

I. Ka

�

zda planeta kr �a

�

zy po elipsie ze S�o

´

n
em w jednym z jej ognisk

II. Promie

´

n wodz �a
y ka

�

zdej planety zakre

´

sla równe pola w równy
h 
zasa
h

III. Kwadrat okresu obiegu ka

�

zdej planety wokó� S�o

´

n
a

jest propor
jonalny do sze

´

s
ianu pó�osi wielkiej elipsy

Okres obiegu mo

�

zemy wyzna
zy

´


 z pr �edko

´

s
i polowej

dS

dt

=

L

2m

, 2a=

k

2jEj

, 2b=

L

p

2mjEj

T =

S

�

dS

dt

�

=

� a b

L

2m

= �k

s

m

2jEj

3

Podnosz �a
 do kwadratu

T

2

=

�

2

k

2

m

2jEj

3

=

4�

2

m

k

� a

3

A.F.

�
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Ru
h w polu grawita
yjnym

Ru
h po paraboli

E  (r)p

r

minr

x

y

Ε 1

Przypadek sz
zególny: E = 0

Ru
h jest niesko

´

n
zony,


ia�o nie jest zwi �azane przez 
entrum si�y.

Jednak oddalaj �a
 sie do niesko

´

n
zono

´

s
i


ia�o b�edzie porusza

´


 si �e 
oraz wolniej.

Asymptoty
znie zatrzyma si �e.

A.F.

�
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Ru
h w polu grawita
yjnym

Ru
h po hiperboli

E  (r)p

r
minr

x

y

Ε 1

Dla E > 0

Ru
h jest niesko

´

n
zony.

Asymptpoty
znie pr �edko

´

s

´


 
ia�a d �a

�

zy do

v

1

=

s

2E

m

> 0

orbity komet nieperiody
zny
h

Im mniejsze L

tym mniejsza odleg�o

´

s

´


 zbli

�

zenia r

min

A.F.

�
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Ru
h w polu grawita
yjnym

Rodzaje orbit

Kszta�t orbity zale

�

zy od energii 
a�kowitej E i momentu p�edu 
ia�a L "=

r

1 +

2EL

2

mk

2

Orbity o tej samej warto

´

s
i L, le
z o ró

�

zny
h warto

´

s
ia
h E

E = 0

E < 0 E > 0

A.F.

�
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Ru
h satelity

Jak powinien si �e za
howa

´


 kosmonauta w rakie
ie na orbi
ie ko�owej,

je

´

sli 
h
e zbli

�

zy

´


 si �e do powierz
hni Ziemi?

A

B

F

V

Odpalenie silników w kierunku Ziemi daje

efekt prze
iwny do zamierzonego!

L = 
onst, E ro

´

snie

)

´

Srednia odleg�o

´

s

´


 od Ziemi ro

´

snie!

r

E  (r)p

graw.

ods.

eff

A

B

A.F.

�
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Ru
h satelity

Lepszym sposobem na przej

´

s
ie na ni

�

zsz �a orbit �e jest w� �a
zenie silników hamuj �a
y
h

A

B

C

V

F

L maleje, E maleje

)

´

Srednia odleg�o

´

s

´


 od Ziemi maleje

r

E  (r)p

graw.

A
B

C

Powtórne hamowanie po po�owie obiegu umo

�

zliwia przej

´

s
ie na ni

�

zsz �a orbit �e ko�ow �a.

A.F.

�
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Ru
h w polu si�

Poten
ja� odpy
haj �a
y

E

p

(r) = +

k

r

k > 0

A.F.

�
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Ru
h w polu si�

Poten
ja� odpy
haj �a


E  (r)p

ods.

eff

graw.

r

minr

Ε

x

y

Uzyskane rozwi �azanie pozostaje

s�uszne, z dok�adno

´

s
i �a do zmiany

znaku k) zmiana znaku p

r(�) =

p

" � 
os(� � �

Æ

)� 1

Jak porzednio " =

r

1+

2EL

2

mk

2

Teraz jednak zawsze E > 0

Im wi �eksze ", tym wi�ekszy k �at

rozwar
ia hiperboli

A.F.

�
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Do

´

swiad
zenie Rutherforda

Model Thomson

Po odkry
iu elektronu (1897),

J.J.Thomson zaproponowa� model

atomu w posta
i �
iastka

z rodzynkami�.

R

E

α

Ca�a obj �eto

´

s

´


 atomu by�a jednorodnie

na�adowana dodatnio (�
iastko�),

a wewn �atrz �p�ywa�y� elektrony (�rodzynki�).

Poniewa

�

z �adunek by� roz�o

�

zony równomiernie

w du

�

zej obj �eto

´

s
i, nie powinien silnie zak�ó
a

´




ru
hu prze
hodz �a
y 
z �astek �.

O
zekujemy jedynie niewielki
h od
hyle

´

n

toru...

Wp�yw elektronów mo

�

zna zaniedba

´


 ze

wzgl �edu na ma� �a mas�e.

A.F.

�
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Do

´

swiad
zenie Rutherforda

W modelu Thomsona mo

�

zna by�o

osza
owa

´


 maksymalny k �at rozproszenia


z �astki � i by� on ma�y �

max

� �.

Odpowiada to sytua
ji rozproszenia

�po
isku� na du

�

zo l

�

zejszej �tar
zy�.

Masa przypadaj �a
a na jednostk�e

�rozmytego� �adunku atomu wynosi�a

ok.

1
8

masy 
z �astki �.

Do

´

swiad
zenie Rutherforda

Rozpraszanie 
z �astek �

na 
ienkiej z�otej folii

Obserwowano b�yski wywo�ywane przez

padaj �a
e 
z �astki na ekranie s
yntyla
yjnym

A.F.

�
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Do

´

swiad
zenie Rutherforda

Pokaz

Θ

Auαzrodlo

detektor
Przed wsuni �e
iem tar
zy 
z �astki �

obserwujemy tylko dla� � 0.

Wi �azka 
z �astek ze ´zród�a jest dobrze

skolimowana.

Oddzia�ywanie z tar
z �a zmniejsza

strumie

´

n 
z �astek le
 �a
y
h �do

przodu� (� � 0)

Rozproszone 
z �astki � obserwu-

jemy w szerokim zakresie k �atów

rozproszenia, tak

�

ze dla � �

�
2

A.F.

�
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Do

´

swiad
zenie Rutherforda

Wyniki pomiarów

Przeprowadzony
h przez H.Geigera i E.Marsdena (1911):

O
zekiwane Uzyskane

A.F.

�
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Do

´

swiad
zenie Rutherforda

Wyniki pomiarów

Przeprowadzony
h przez

H.Geigera i E.Marsdena:

]° [Θ
50 100 150

Z
lic

ze
n

ia

210

310

410

Zaobserwowano rozproszenia 
z �astek � pod

bardzo du

�

zymi k �atami, � � �

max

Th

, 
zego nie

mo

�

zna by�o wyja

´

sni

´


 w modelu Thomsona

�To by�o tak jakby

´

s
ie wystrzelili

pi �etnasto
alowy po
isk w kierunku kawa�ka

bibu�ki, a on odbi� si �e i was uderzy�.�

E. Rutherford

A.F.
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Do

´

swiad
zenie Rutherforda

Model Rutherforda

Rutherford zaproponowa�

j �adrowy model atomu.

Ca�y dodatni �adunek atomu (10

�10

m)

skupiony jest w prakty
znie punktowym

(10

�14

m) j �adrze

α

R

E

Prze
hodz �a
a 
z �astka zawsze 
zuje 
a�y

�adunek dodatni ) k �aty rozproszenia s �a

du

�

zo wi �eksze.

A.F.

�
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Do

´

swiad
zenie Rutherforda

Model Rutherforda

Poniewa

�

z 
z �astka � rozprasza si �e na j �adrze jako 
a�o

´

s
i, a masa j �adraM

Au

�M

�

) brak ograni
ze

´

n na k �at rozproszenia 
z �astki �

mo

�

zliwe nawet (
ho

´


 ma�o prawdopodobne) rozproszenie o � > �=2.

Rozk�ad k �atowy

Obserwowany rozk�ad k �atowy rozproszony
h 
z �astek �

propor
jonalna do tzw. rózni
zkowego przekroju 
zynnego

N(�) �

d�

d


=

Z

2

�

2

4E

2

sin

4

�

2

Wzór Rutherforda

Sko

´

n
zone prawdopodobie

´

nstwo rozproszenia � = � !

]° [Θ
0 50 100 150

Ωd
σd

A.F.
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Oddzia�ywanie dwó
h 
ia�

Ru
h wzgl �edny

Doty
h
zasowe rozwa

�

zania prowadzili

´

smy przyjmuj �a
,

�

ze 
entrum si�y

jest nieru
home. Odpowiada to za�o

�

zeniu,

�

ze

M

Slon
a

�M

Ziemi

lub M

Ziemi

�M

Satelity

Uk�ad izolowany + III zasada dynamiki) m

1

~a

1

= � m

2

~a

2

Srodek masy

v2

v1

F12

F21

Wzgl �edne po�o

�

zenie (np. 
ia�a 2 wzgl �edem 1):

~r

12

= ~r

2

� ~r

1

Wzgl �edna pr�edko

´

s

´


:

~v

12

= ~v

2

� ~v

1

=

d~r

12

dt

Przyspieszenie wzgl �edne:

~a

12

=

d~v

12

dt

= ~a

2

� ~a

1

= ~a

2

+

m

2

m

1

~a

2

A.F.

�

Zarne
ki Wyk�ad VII 32



Oddzia�ywanie dwó
h 
ia�

Masa zredukowana

Przyspieszenie w ru
hu wzgl �ednym:

~a

12

=

m

1

+m

2

m

1

~a

2

=

m

1

+m

2

m

1

�

~

F

12

m

2

Mo

�

zemy sprowadzi

´


 równania ru
hu do posta
i:

�~a

12

= �

d

2

~r

12

dt

2

=

~

F

12

�

~r

12

�

gdzie � =

m

1

m

2

m

1

+m

2

- masa zredukowana (

1
�

=

1

m

1

+

1

m

2

)

Problem wzgl �ednego ru
hu dwó
h oddzia�uj �a
y
h 
ia� mo

�

zemy sprowadzi

´




do problemu ru
hu jednego 
ia�a o masie � w polu si�y

~

F

12

(

~r

12

)

´

S
is�e w przypadku klasy
znym (nierelatywisty
znym) dla uk�adu izolowanego.

Prawa Kepplera pozostaj �a s�uszne tak

�

ze gdy nie zaniedbujemy masy planety/satelity!

A.F.
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Oddzia�ywanie dwó
h 
ia�

Przyk�ad

Uk�ad Ziemia-Ksi �e

�

zy


m

K

: m

Z

� 1 : 81

� � 0:988m

K

Ziemia i Ksi �e

�

zy
 kr �a

�

z �a wokó� wspólnego

´

srodka masy,

który znajduje si �e ok. 4700 km od

´

srodka Ziemi.

Cz�esto

´

s

´


 obiegu jest

s

m

K

�

raza wi �eksza ni

�

z gdyby Ziemia by�a �nieru
homa� (0.6%)

przy dany
h masa
h i odleg�o

´

s
i Ziemia-Ksi �e

�

zy
 : � !

2

r

12

= F(r

12

)

Ru
h Ziemi dooko�a S�o

´

n
a: m

Z

: m

S

� 1 : 335 000

A.F.
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Ru
h w polu grawita
yjnym

Uzupe�nienie

Rozwi �azanie równania toru dla pola grawita
yjnego: E

p

(r) = �

k

r

� � �

Æ

=

Z

L dr

m r

2

r

2

m

�

E � E

eff

p

(r)

�

=

Z

dr

r

2

s

2m

L

2

�

E+

k

r

�

L

2

2mr

2

�

= �

Z

d

�

1

r

�

r

2mE

L

2

+

2mk

L

2

�

1

r

�

�

�

1

r

�

2

= �

Z

d

�

1

r

�

1

p

�

r

"

2

p

2

�

�

1

r

�

1

p

�

2

Gdzie wprowadzili

´

smy parametry: p =

L

2

mk

oraz " =

r

1+

2EL

2

mk

2

Otrzymali

´

smy 
a�k�e posta
i:

�

Z

dx

q

1� x

2

= ar

os(x) =) r =

p

1+ " � 
os(� � �

Æ

)

A.F.
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Egzamin

Przyk�adowe pytania testowe:

1. Pierwsza pr�edko

´

s

´


 kosmi
zna to pr�edko

´

s

´


 przy której 
ia�o

A mo

�

ze wej

´

s

´


 na orbit �e dooko�a S�o

´

n
a B kr �a

�

zy na orbi
ie geosta
jonarnej

C porusza si �e tu

�

z nad powierz
hni �a Ziemi D mo

�

ze odle
ie

´


 do niesko

´

n
zono

´

s
i

2. W 
entralnym polu grawita
yjnym, najwy

�

zszym warto

´

s
iom energii 
a�kowitej odpowiada ru
h po

A okr�egu B hiperboli C elipsie D paraboli

3. Satelita kr �a

�

zy na orbi
ie ko�owej. Po w� �a
zeniu na krótki 
zas silników hamuj �a
y
h przejdzie na orbit �e

A paraboli
zn �a B hiperboli
zn �a C elipty
zn �a D ko�ow �a o mniejszym promieniu

4. Satelita kr �a

�

zy po orbi
ie elipty
znej takiej,

�

ze jego najmniejsza i najwi �eksza odleg�o

´

s

´


 od Ziemi

r

apo

= 4r

per

. Pr�edko

´

s
i satelity w ty
h punkta
h

A v

apo

=

1
2

v

per

B v

apo

= 2 v

per

C v

apo

=

1
4

v

per

D v

apo

= 4 v

per

5. Maksymalny k �at rozproszenia 
z �astek � na j �adra
h Au (do

´

swiad
zenie Rutherforda) wynosi

A 2� B �=4 C � D �=2

A.F.

�

Zarne
ki Wyk�ad VII 36



Projekt wspó��nansowany ze

´

srodków Unii Europejskiej

w rama
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