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| Prawo powszechnego cigzenia I

Prawo powszechnego cigzenia Newtona (1687):

F :
m @ - - o V P oMM
- |

I
Opisuje zaréwno spadanie jabtka z drzewa jak i ruchy Ksiezyca i planet.

Grawitacja jest opisywana przez jeden parametr, statg Newtona: G ~ 6.67 - 10— 11 Nm?

W warunkach laboratoryjnych
potwierdzona przez doswiadczenie
Cavendisha (1798), w ktorym zmierzyt
oddziatywanie kul otowianych masach
m = 0.73 kg1 M = 158 kg.

Torsion wire
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| Prawo powszechnego cigzenia I

Prawo powszechnego cigzenia sformutowane zostato dla mas punktowych.

Ale stosuje sie takze dla ddziatywan ciat sferycznie symetrycznych

Sita cigzenia dla ciata przy powierzchni Ziemi:

M
F = g2
YA
G My
= g = —>5
RZ
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Ruch satelity

______ Satelita na orbicie kotowej o promieniu R.
.- > Sita grawitacji

mMZ

FZGR2

jest sitg dosrodkowa, konieczng do utrzy-
mania satelity na orbicie:

: mMy V2

“R T "R
\ Ly = G My

\\ R

Pierwsza predkos¢ kosmiczna (R = Ry):

Vi = 7.91km/s

predkos¢ pozioma konieczna do “oderwa-
nia” od Ziemi (zaniedbujgc jej ruch wirowy)
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Ruch satelity

Okres obiegu dookota Ziemi:

T o— 2R
. Vv
P " Podstawiajac wyrazenie na predko$é:
:II | ' R 2 R3/2
i T = 2R = =
l\ G MZ G MZ

Im wyzsza orbita tym dtuzszy okres obiegu...

Odwracajgc tg zaleznoSc:

T o i,/GMZTQ _ i/gR%TQ
472 472

Dla okresu obiegu réwnego okresowi obrotu Ziemi (23" 56 4.09%):

R = 42164 km  satelita geostacjonarny
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| Prawo powszechnego cigzenia I

Sita grawitacji (jak kazda sita centralna) jest zachowawcza:

B "B
Wig = /ﬁ(F)-dF — /—F(r)-dr — _AE,
A TA
7 M m G M m1"B
= AEp:/G Q-dr—[—
A r r T A
Energia potencjalna masy m w polu grawitacyjnym masy M.
Ey(r) = — G Mm L

r
okreslona z dokladnoscig do state;.

Zwyczajowo przyjmuje sie C' = 0, co jest rownowazne ustaleniu

Ep(co0) = O
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‘ Sita centralna I

Rozwazmy przypadek ogolny ruchu punktu materialnego o masie m
w polu centralnej sity zachowawczej F' = F'(r) - iy,

. . 2
— zasada zachowania energii: E "5~ + Ep(r) = const

— zasada zachowania momentu pedu: L mr X U = const

Zachowanie momentu pedu =- ruch ptaski (w ptaszczyznie 7i v)

Predko$¢ we wspétrzednych biegunowych: _,

SV
L odr o df Y b Y
U = ip— T+ ig-T—
dt dt V,
L2 (dr)2 4,2 (d9>2
v = | — re | — -
dt dt I
d’l“ 2 2 2 9
= (G) +r7e
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‘ Sita centralna I

Predkos¢ katowag mozemy wyrazic¢ przez warto$¢ momentu pedu:

> L
L = mrfw = w =

2
mr
Otrzymujemy wyrazenie na kwadrat predkos$ci:

# = () + ()
dt mr
Wstawiajgc do wyrazenia na energie catkowitg:

E = Ej, + E,

m [dr\? L2
B 5(%) + 2mr2+Ep(T)

m [/dr\?

— (= et
2 (dt) + p ()

= rownanie rézniczkowe dla sktadowej radialnej = problem jednowymiarowy
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‘ Sita centralna I
Energia efektywna

“Efektywna” energia potencjalna w polu sity centralnej:

L2
2 m r2

“energia
odSrodkowa”

ngf(r) —

+ Ep(r)

Jesdli L # 0 to zasada zachowania momentu pedu
“przeciwstawia sie” zblizeniu ciata do zrodta sity (r = 0).
bariera centryfugalna

“energia odsrodkowa” < sita odsrodkowa

d [ L2 L2 5 <d0>2
bFo = — = = mrw® = mr|—
dr \2 m r2 mr3 dt
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‘ Sita centralna I
Ruch radialny

Jednowymiarowe zagadnienie ruchu radialnego:

dr . 2 eff ) . : dr
= i\/ﬁ (E—Ep (r)> dalej przyjmujemy pn >0
72
t = E (r) = 55+ Ep(r)

r dr’
- r/\/,n% (B - BT ()

Ruch moze sie odbywac tylko w obszarze F/ — ngf(r) >0
= dla L # 0 istnieje ograniczenie na odlegto$¢ najmiejszego zblizenia: r» > r,,,;,
teoretycznie mozna wymysleé site centralng silniejszg od sity odsrodkowej

= jedli B < ngf(oo) to ciato nie moze dowolnie oddali¢ sie od centrum sity: » < rmqe
— ruch w ograniczonym obszarze
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‘ Sita centralna I

Zachowany moment pedu: L = mr? w

Ruch katowy

db L
= = — =
dt m r2
F L
9—90 — / th,
0 merTr

g — dr . mr2d9
o L
\/% (B - B (1)
= 60-—0 —/ Ldr
m'r2\/2 (E—ngf( ))

rownanie toru we wspoétrzednych biegunowych
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Ruch kgtowy

‘ Sita centralna I

Zmiana kata biegunowego przy przejsciu ciata
Od 'r'min dO T'max

T'max

L dr

Al =
Fmin, TV T2 \/% (E = ngf(r)>

Tor bedzie krzywg zamknieta, jesli A9 = 277"
m, n - liczby catkowite

Warunek ten spetniony jest tylko dla dwéch pal:
(niezaleznie od warunkoéw poczagtkowych)

o Ey(r) ~ 1 - sita grawitacyjna, sita kulombowska
(A0 = )

o Ep(r) ~ r? - sity sprezystosci (A0 = )

A.F.Zarnecki
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| Ruch w polu grawitacyjnym I

energia efektywna Pole grawitacyjne
Ep(r)“ | Ogoblne wyrazenie na energie potencjalng:
| k
Ep(r) = ——
r

k > O = sita przyciggajgca
wybieramy E,(co) = 0

\

Charakter ruch zalezy od energii catkowitej:

e Fq > 0O -tor otwarty

 graw.

o F> < 0O -tor zamkniety

o F3=F,,;, -ruch po okregu

A.F.Zarnecki Wykiad VIl 12



| Ruch w polu grawitacyjnym I

Dwuwymiarowy ruch ciata po zakrzywionej powierzchni.
Profil wysoko$ci odpowiada energii potencjalnej pola: h(z,y) ~ Ep(r)

A.F.Zarnecki Wyktad VII 13



| Ruch w polu grawitacyjnym I

Rownanie toru

Rozwigzaniem sg tzw. krzywe stozkowe
postaci (we wspotrzednych biegunowych)

L p
r(0) = 1+e-cos(f—6o)

e - mimosérdd orbity
g = \/1 -+

e £=0 -ruch po okregu
O promieniu p

L2

2EL2 _
P = mk

mk?2

e £<1 -ruchpoelipsie £E <0
e ¢ =1 -ruchpo paraboli £ =0
e £>1 -ruchpo hiperboli £ > 0

PF1+PF2=2a b e=f/a
|
-a f a d
3
C F2 1'
|
|
1
D
P |
0<€<l1 b e=PFz2/PD |
Osie elipsy:
— 2p _ _k
- zalezy tylko od energii
2p L
o 2b= —
Vi /2mlE|

- zalezy takze od momentu pedu

A.F.Zarnecki

Wykiad VII 14



Ruch po okregu

Ep(r) 4

| Ruch w polu grawitacyjnym I

Przypadek szczegdélny: e = 0

m k2
212
minimalna energia catkowita

przy ustalonym L

E = Epnin =

Inny przypadek szczegolny:

Dla L = 0 mamy ruch po odcinku

o dtugosci 2a = ﬁ;b =0

A.F.Zarnecki

Wyktad VII
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| Ruch w polu grawitacyjnym I

Warunek: F,,;, < F < O

Ruch po elipsie

Ep() Ruch ograniczony do: r,,;,, < 7 < Tmaz

B (rimin) = B (rmaz) = B
Zrédto sity znajduje sie w jednym z ognisk elipsy.

Dituga poto$ zalezy wytgcznie od enerqii;
“sptaszczenie” zalezy od momentu pedu

2a -
2a e

A.F.Zarnecki Wyktad VII 16



| Ruch w polu grawitacyjnym I

I. Kazda planeta krgzy po elipsie ze Stoncem w jednym z jej ognisk

Prawa Keplera

Il. Promien wodzgcy kazdej planety zakresla réwne pola w réownych czasach

lll. Kwadrat okresu obiegu kazdej planety wokét Stonca
jest proporcjonalny do szescianu potosi wielkiej elipsy

Okres obiegu mozemy wyznaczy¢ z predkosci polowe;j B =L 2q= stz 2b =

2m

S Tab m
T = — = = 7k
a3 T 3
(4%) 5 2|E|

Podnoszgc do kwadratu

2 _ 7'('2]{5277’2, _ 47T2m.a3

2|E3 k
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| Ruch w polu grawitacyjnym I

Ruch po paraboli
Ep (1) Przypadek szczegdélny: £ = 0

Ruch jest nieskonczony,

ciato nie jest zwigzane przez centrum sity.
Fmin E,

Jednak oddalajgc sie do nieskonczonosci
ciato bedzie poruszac sie coraz wolnie;.
Asymptotycznie zatrzyma sie.

A.F.Zarnecki Wyktad VII 18



| Ruch w polu grawitacyjnym I

Ruch po hiperboli

Dla E >0
Ruch jest nieskonczony.

Asymptpotycznie predkos$¢ ciata dgzy do

orbity komet nieperiodycznych

Im mniejsze L
tym mniejsza odlegtos¢ zblizenia r,,,;,

A.F.Zarnecki Wyktad VII 19



| Ruch w polu grawitacyjnym I

Ksztatt orbity zalezy od energii catkowitej £ i momentu pedu ciata L

Rodzaje orbit

ez\/l—l—

2E L2

mk?2

Orbity o tej samej wartosci L, lecz o roznych wartosciach E

A.F.Zarnecki Wykiad VIl
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Ruch satelity

Jak powinien sie zachowaé¢ kosmonauta w rakiecie na orbicie kotowej,
jesli chce zblizy¢ si¢ do powierzchni Ziemi?

- b Odpalenie silnikéw w kierunku Ziemi daje
efekt przeciwny do zamierzonego!

L = const, E roSnie
= Srednia odlegto$¢ od Ziemi roénie!

Ep(n)

“._ ods.

eff

Wyktad VII
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Ruch satelity

Lepszym sposobem na przejscie na nizszg orbite jest wtgczenie silnikow hamujgcych
L maleje, E maleje
— Srednia odlegto$é od Ziemi maleje

Ep(n)

Powtorne hamowanie po potowie obiegu umozliwia przejscie na nizszg orbite kotowa.

A.F.Zarnecki Wykiad VIl 22



Potencjat odpychajacy

Ey(r) = —I—é k>0

| Ruch w polu sit I

A.F.Zarnecki

Wyktad VII
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| Ruch w polu sit I

Uzyskane rozwigzanie pozostaje
stuszne, z doktadnoscig do zmiany
znaku £ = zmiana znaku p

Potencjat odpychajac

Ep(n)

L b
r(0) = e-cos(f—6,)—1

Jak porzednio ¢ = \/1 + 2E14222

m

yi Teraz jednak zawsze £ > O

Im wieksze ¢, tym wiekszy Kkat
rozwarcia hiperboli

A.F.Zarnecki Wykiad VIl 24



‘ Doswiadczenie Rutherforda I

Model Thomson

Po odkryciu elektronu (1897),
J.J.Thomson zaproponowat model
atomu w postaci “ciastka

z rodzynkami”.

Cata objetos¢ atomu byta jednorodnie
natadowana dodatnio (“ciastko”),
a wewnatrz “ptywaty” elektrony (“rodzynki”).

. e °9© Poniewaz tadunek byt roztozony réwnomiernie
o © +&/ w duzej objetosci, nie powinien silnie zaktdcac
"""""""" o ruchu przechodzgcy czastek a.
+ N o

e e

+ Oczekujemy jedynie niewielkich odchylen

e
toru...
E

Wptyw elektrondw mozna zaniedba¢ ze
wzgledu na matg mase.

A.F.Zarnecki Wyktad VII 25



‘ Doswiadczenie Rutherforda I

W modelu Thomsona mozna byto Doswiadczenie Rutherforda
oszacowaC maksymalny kat rozproszenia

czastkia ibytonmaty 609 < 7.

Rozpraszanie czgstek o
na cienkiej ztotej folii

foha ze ziota #rodio

Odpowiada to sytuacji rozproszenia L=
Promenotw orcze

“pocisku” na duzo Izejszej “tarczy”.

Masa przypadajgca na  jednostke

“rozmytego” tadunku atomu wynosita olow
ok. % masy czastki a. ekran pokryty siarczkiem cynku

czastki alfa

Obserwowano btyski wywotywane przez
padajgce czgstki na ekranie scyntylacyjnym

A.F.Zarnecki Wyktad VII 26



‘ Doswiadczenie Rutherforda I

Przed wsunieciem tarczy czagstki «
obserwujemy tylko dla © ~ 0.

Wigzka czgstek ze zrddta jest dobrze
skolimowana.

Oddziatywanie z tarczg zmniejsza
strumien czgstek lecacych “do
przodu” (© =~ 0)

Rozproszone czastki o obserwu-
jemy w szerokim zakresie katow
rozproszenia, takze dla 6 > 5

A.F.Zarnecki Wykiad VIl 27



‘ Doswiadczenie Rutherforda I

Przeprowadzonych przez H.Geigera i E.Marsdena (1911):

Wyniki pomiarow

Oczekiwane Uzyskane
spodziewrane
tory
spodzievrane Z’
slady na ekranie slady na elorarie

A.F.Zarnecki Wykiad VIl
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‘ Doswiadczenie Rutherforda I

Wyniki pomiarow

Przeprowadzonych przez
H.Geigera i E.Marsdena:

Zliczenia

104

10%

10°

| \
50 100 150
o]

Zaobserwowano rozproszenia czgstek a pod
bardzo duzymi katami, 6 > 677", czego nie
mozna byto wyjasni¢ w modelu Thomsona

“To byfo tak jakbyscie wystrzelili
pietnastocalowy pocisk w kierunku kawatka
bibutki, a on odbit sie i was uderzyt.”

E. Rutherford

A.F.Zarnecki
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Doswiadczenie Rutherforda

Model Rutherforda ¢

Rutherford zaproponowat
jadrowy model atomu.

R
Caty dodatni tadunek atomu (10 °m)

skupiony jest w praktycznie punktowym
—14 .
(10 ~ m) jadrze

Przechodzgca czagstka zawsze czuje caty

tadunek dodatni = katy rozproszenia sg
duzo wieksze.

A.F.Zarnecki Wyktad VII 30



‘ Doswiadczenie Rutherforda I

Model Rutherforda

Poniewaz czgstka o rozprasza sie na jgdrze jako catosci, a masa jadra M 4, > M,
= brak ograniczen na kat rozproszenia czgstki «
mozliwe nawet (cho¢ mato prawdopodobne) rozproszenie 0 6 > 7 /2.

Rozktad kgtowy

Obserwowany rozktad kgtowy rozproszonych czgstek a
proporcjonalna do tzw. rézniczkowego przekroju czynnego

8Ig

do Z2a?
N@) ~ — =
@ d$2 4E2sin* 8

Wzor Rutherforda

Skonczone prawdopodobienstwo rozproszenia 8 = « !

-----------

A.F.Zarnecki Wyktad VII 31



| Oddziatywanie dwoch ciat I

Dotychczasowe rozwazania prowadziliSmy przyjmujgc, ze centrum sity
jest nieruchome. Odpowiada to zatozeniu, ze

Ruch wzgledny

MSlonca > MZiemi

lub MZz'emi > MSatelity

Uktad izolowany + Il zasada dynamiki = mq1 a1 = — mo ao

Wzgledne potozenie (np. ciata 2 wzgledem 1):

| V, l

| ‘y : 12 =— T2 — T

l “E . Wzgledna predkos¢:

| |_:’ 21 | .

: 12 O | L , dryo

G | mmnoan®

: v . Przyspieszenie wzgledne:

| 2 :

o _______ | . . dvq1o I L mo _,
A1 = —~ = 2 — a1 = dp +——ap

m1

A.F.Zarnecki
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| Oddziatywanie dwoch ciat I

Masa zredukowana
Przyspieszenie w ruchu wzglednym:

. mi1+ mo mi1 +mo Fio
aip = dp = :
mq m1 mo

Mozemy sprowadzi¢ rownania ruchu do postaci:

d27 S
=~ _— 12 _ —
Ha, — [ a2 ki, ("'“12)
. 1 1 1
gdzie p = M1™2 _ masa zredukowana (- = — 4+ )
mi + m> V] mAq mo

Problem wzglednego ruchu dwoéch oddziatujgcych ciat mozemy sprowadzic
do problemu ruchu jednego ciata o0 masie . w polu sity Fio (712)

Sciste w przypadku klasycznym (nierelatywistycznym) dla uktadu izolowanego.
Prawa Kepplera pozostajg stuszne takze gdy nie zaniedbujemy masy planety/satelity!

A.F.Zarnecki Wyktad VII 33



| Oddziatywanie dwoch ciat I

Przykfad
Ziemia Kriatye Uktad Ziemia-Ksiezyc
@ @ mp -my ~ 1:81
2 n o~ 0.988my

Ziemia i Ksiezyc krgzg wokot wspdlnego srodka masy,
ktdry znajduje sie ok. 4700 km od $rodka Ziemi.

CzestoSC obiegu jest | /% raza wieksza niz gdyby Ziemia byta “nieruchoma” (0.6%)
7!

przy danych masach i odlegtoéci Ziemia-Ksiezyc : p w? r1o = F(r12)

Ruch Ziemi dookota Stonca: my : mg~ 1 : 335000

A.F.Zarnecki Wyktad VII 34



| Ruch w polu grawitacyjnym I

k
.

Uzupetnienie

Rozwigzanie rownania toru dla pola grawitacyjnego: Ep(r) = —

L dr >

0— 0, = /mrz\/q,,%(E_ngf("“)) - /\/Qm<E-|-k LQ)

/ 4(7) _ / a(r-3)
RO -0F -G
Gdzie wprowadzilismy parametry: p = nLl—i oraz ¢ = \/1 + %

Otrzymaliémy catke postaci:

= arccos(x) — r = P

dx
_/m 14 ¢e-cos(6 — 6o)

A.F.Zarnecki Wykiad VIl
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Egzamin

Przyktadowe pytania testowe:

1.

Pierwsza predkos¢ kosmiczna to predkosé przy ktérej ciato

A | okregu

A | paraboliczng

A | moze wej$¢ na orbite dookota Stonca
C | porusza sie tuz nad powierzchnig Ziemi

B | hiperboli

B

hiperboliczng C

C | elipsie

eliptyczng

D

B | krgzy na orbicie geostacjonarne;
D | moze odlecie¢ do nieskonczonosci

. W centralnym polu grawitacyjnym, najwyzszym wartosciom energii catkowitej odpowiada ruch po

paraboli

. Satelita krgzy na orbicie kotowe|. Po wtgczeniu na krotki czas silnikdw hamujgcych przejdzie na orbite

D | kotowg 0 mniejszym promieniu

Satelita krgzy po orbicie eliptycznej takiej, ze jego najmniejsza i najwieksza odlegto$¢ od Ziemi
Tapo = 4rper. Predkosci satelity w tych punktach

1

A Vapo — 5 Uper

C Vapo —

1
2 Uper

D

Vapo — 4 Uper

Maksymalny kat rozproszenia czgstek o na jgdrach Au (doswiadczenie Rutherforda) wynosi

Al 27

B| n/4

Cl =«

D

/2
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