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´
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s
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~
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Bry�a sztywna

Uk�ad wielu 
ia�

W opar
iu o poj �e
ie

´

srodka masy mo

�

zemy

opisa

´


 ru
h uk�adu jako 
a�o

´

s
i stosuj �a


równania ru
hu punktu materialnego.

d

~

P

dt

=

~

F

zw

d

~

L

dt

=

~

M

zw

Natomiast ru
h wzgl �edny 
ia� uk�adu mo

�

ze

by

´


 (w ogólnym przypadku) bardzo skomp-

likowany...

Przypadek sz
zególny

r23

1

4

3

2

CM

r

ij

=

�
�
�

~r

i

� ~r

j

�
�
�

= 
onst

Uk�ad 
ia� w którym wzgl �edne odleg�o

´

s
i

s �a sta�e) bry�a sztywna (uogólniona)

A.F.

�
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Bry�a sztywna

Naogó� 
ia�em sztywnym nazywamy 
ia�o makroskopowe,

które nie podlega deforma
jom - wszystkie punkty maj �a wzgl �edem siebie sta�e odleg�o

´

s
i.

Po�o

�

zenie

Aby jednozna
znie okre

´

sli

´


 po�o

�

zenie bry�y sztywnej w przestrzeni, trzeba okre

´

sli

´


:

po�o

�

zenie wybranego punktu

np.

´

srodka masy

3 parametry

(stopnie swobody)

po�o

�

zenie drugiego punktu

2 parametry

(po�o

�

zenie na sferze)

po�o

�

zenie trze
iego punktu

1 parametr (po�o

�

zenie na okr�egu)

) � �a
znie mamy 6 stopni swobody

A.F.

�
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Opis ru
hu

Po�o

�

zenie bry�y sztywnej opisuj �a 3 wspó�rz�edne i 3 k �aty

Z�ó

�

zenie ru
hów

Ogólny ru
h (zmian�e po�o

�

zenia) mo

�

zna przedstawi

´


 jako z�o

�

zenie

ru
hu post �epowego oraz

Z

r(t)

X

Y

wektory pr�edko

´

s
i s �a takie same dla wszystki
h punktów

ru
hu obrotowego

Z

X

Y

os  obrotu

wszystkie punkty poruszaj �a si �e po okr�ega
h

A.F.

�
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Opis ru
hu

Chwilowa o

´

s obrotu

Czasami z�o

�

zenie ru
hu postepowego i obrotowego (wzgledem np.

´

srodka masy)

mo

�

zna przedstawi

´


 jako ru
h obrotowy wzgl �edem 
hwilowej osi obrotu

Z

X

Y

chwilowa os obrotu

~v

i

=

~

V

CM

+ ~! �

�

~r

i

�

~

R

�

Je

´

sli

~

V

CM

? ~! wtedy:

~v

i

= ~! �

�

~r

i

�

~

R

0

�

~

R

0

- po�o

�

zenie 
hwilowej osi obrotu

(zmienne w 
zasie)

A.F.

�
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Opis ru
hu

Wi�ezy

Ru
h bry�y sztywnej w ogólny
m przypadku opisuje kolejny
h 6 parametrów

(np. pr �edko

´

s

´




´

srodka masy i pr �edko

´

s

´


 k �atowa w uk�adzie

´

srodka masy)

W wielu zagadnienia
h ru
h bry�y sztywnej jest jednak ograni
znony przez wi �ezy:

� ko�o obra
aj �a
e si �e na nieru
homej osi) jeden stopie

´

n swobody (k �at obrotu)

� wale
 to
z �a
y si �e bez po

´

slizgu) jeden st. swobody (k �at obrotu lub przesuni �e
ie)

� wale
 to
z �a
y si �e z po

´

slizgiem) dwa stopnie swobody (k �at obrotu i przesuni �e
ie)

� kulka to
z �a
e si �e bez po

´

slizgu) trzy stopnie swobody (trzy sk�adowe ~!)

W rozwi �azywaniu zagadnie

´

n klu
zowe jest zrozumienie jakie s �a stopnie swobody

Obe
no

´

s

´


 wi �ezów ozna
za te

�

z obe
no

´

s

´


 si� reak
ji wi �ezów...

A.F.

�
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Statyka

Warunek równowagi

Bry�a sztywna pozostaje nieru
homa, wtedy i tylko wtedy,

gdy dzia�aj �a
e na ni �a si�y i momenty si� równowa

�

z �a si �e:

~

F

zw

=

X

i

~

F

zw

i

= 0 ()

d

~

P

dt

= 0

~

M

zw

=

X

i

~

M

zw

i

= 0 ()

d

~

L

dt

= 0

Je

´

sli

~

F

zw

= 0 to wypadkowy moment si� wzgl �edem

ka

�

zdej osi jest taki sam ! (wystar
zy sprawdzi

´


 raz)

~r

0

i

= ~r

i

+

~

R

~

M

0

=

X

i

~r

0

i

�

~

F

i

=

X

i

~r

i

�

~

F

i

+

~

R�

X

i

~

F

i

=

~

M

Si�ami z którymi naogó�

bedziemy mieli do 
zynienia

s �a si�a 
i �e

�

zko

´

s
i i si�y reak
ji

wi �ezów

A.F.

�
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Statyka

Równowaga

Nawet je

´

sli warunek

~

F

zw

=

~

M

zw

= 0 jest spe�niony, równowaga mo

�

ze by

´


:

trwa�a oboj �etna 
hwiejna

Niezna
zne (in�ntezymalne) wy
hylenie bry�y z po�o

�

zenia równowagi powoduje:

pojawienie si �e si�y wypadkowej

(momentu si�y) przywra
aj �a
ej

równowag�e

zmian�e po�o

�

zenia

równowagi

pojawienie si �e si�y wypadkowej

zwi �ekszaj �a
ej wy
hylenie

A.F.

�
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Statyka

Przyk�ad I

Warunkiem równowagi trwa�ej dla wielo

´

s
ianu (ustawionego na poziomej powierz
hni,

pod dzia�aniem si�y 
i �e

�

zko

´

s
i) jest aby pion wypusz
zony ze

´

srodka 
i �e

�

zko

´

s
i prze
hodzi�

przez podstaw�e.

Równowaga trwa�a

Moment si�y 
i �e

�

zko

´

s
i �do
iska� bry� �e do

powierz
hni

Brak równowagi

Moment si�y 
i �e

�

zko

´

s
i wywra
a bry� �e

A.F.

�
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Statyka

Równowaga

Równowaga bry�y na któr �a dzia�a si�a 
i �e

�

zko

´

s
i i si�y reak
ji mo

�

zna sklasy�kowa

´


 patrz �a


na po�o

�

zenie

´

srodka masy (energi �e poten
jaln �a): (

~

F = �gradE

p

)

równowaga trwa�a oboj �etna 
hwiejna

Niezna
zne (in�ntezymalne) wy
hylenie bry�y z po�o

�

zenia równowagi powoduje:

podniesienie

´

srodka masy

wzrost energii poten
jalnej

brak zmian po�o

�

zenia

´

srodka masy

obni

�

zenie

´

srodka masy

zmniejszenie energii poten
jalnej

A.F.

�
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Statyka

Równowaga

Zmiana po�o

�

zenia

´

srodka masy, przy wy
hyleniu z po�o

�

zenia równowagi,

zale

�

zy od kszta�tu bry�y, ale tak

�

ze od 
harakteru wi �ezów.

Np: równowaga kuli zale

�

zy od kszta�tu powierz
hni na której le

�

zy

równowaga trwa�a oboj �etna 
hwiejna

Typ równowagi zale

�

zy od zmiany po�o

�

zenia

´

srodka masy (

~

F = �gradE

p

)

A.F.

�
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Statyka

Równowaga

Kryterium zmiany po�o

�

zenia

´

srodka masy) energii poten
jalnej

ma zastosowanie tak

�

ze w bardziej ogólny
h przypadka
h

Np: sze

´

s
ian ustawiony na kuli

a

R
h

d

φ

Po�o

�

zenie

´

srodka masy sze

´

s
ianu

(nad

´

srodkiem kuli):

h = R 
os� + d sin� +

1
2

a 
os�

d = R �

h =

�

R+

a

2

�


os� + R � sin�

w przybli

�

zeniu ma�y
h k �atów:

sin� � �, 
os� � 1�

1
2

�

2

h =

�

R+

a

2

�

+

1
2

�

R�

a

2

�

� �

2

Równowaga trwa�a je

´

sli R >

a

2

A.F.

�
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Prawa ru
hu

Obrót wokó� ustalonej osi

Dla bry�y sztywnej obra
aj �a
ej si �e wokó� ostalonej osi

mement p�edu (skalarnie):

L = !

X

i

m

i

r

2

? i

= ! I ! =

d�

dt

r

? i

- odleg�o

´

s

´


 masy i od osi obrotu,

I - moment bezw�adno

´

s
i wzgl�edem wybranej osi.

Pod wp�ywem sta�ego momentu si�yM :

M =

dL

dt

=

d!

dt

X

i

m

i

r

2

? i

= " I

" =

d!

dt

� przyspieszenie k¡towe

) " =

M

I

= 
onst

ru
h jednostajnie przyspieszony (dla I=
onst)

Moment si�y zale

�

zy zarówno od warto

´

s
i si�y jak i jej ramienia:

~

M =

~

R�

~

F

A.F.

�
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Prawa ru
hu

U

´

s
i

´

slenie

Za�o

�

zyli

´

smy przed 
hwil �a,

�

ze moment si�y jest sta�y i nie zale

�

zy

od I. Jednak 
i �e

�

zarek te

�

z porusza si �e ru
hem przyspieszonym:


i�»arek: ma = Q�N

rotor: I" = rN

Q - 
i �e

�

zar 
i �e

�

zarka, N - si�a napr�e

�

zenia ni
i.

Eliminuj �a
 N = m(g � a):

I" = r m(g � r")

(I +mr

2

) " = mgr

" =

mgr

I +mr

2

=

mgr

I

0

Bezw�adno

´

s

´


 
i �e

�

zarka efektywnie zwi �eksza moment bezw�adno

´

s
i rotora: I

0

= I+mr

2

Nigdy nie uzyskamy przyspieszenia wi �ekszego ni

�

z "

max

=

g

r

A.F.

�
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Prawa ru
hu

Ru
h harmoni
zny

φ

mr

Moment si�y zale

�

zy od k �ata skr �e
enia pr �eta �:

M = �� �

� - wspó�
zynnik �spr �e

�

zysto

´

s
i�

moment si�y ma znak prze
iwny do skr �e
enia

M =

dL

dt

=

d!

dt

I =

d

2

�

dt

2

I

)

d

2

�

dt

2

= �

�

I

�

równanie os
ylatora harmoni
znego.

Cz�esto

´

s

´


 drga

´

n:

� =

s

�

I

=

p

�

q

P

i

m

i

r

2

? i

�

p

�

2r

p

m

A.F.

�
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Moment bezw�adno

´

s
i

Przyspieszenie k �atowe w ru
hu bry�y sztywnej zale

�

zy nie tylko od masy 
a�kowitej,

ale tak

�

ze od jej roz�o

�

zenia wzgl �edem osi obrotu.

Rozk�ad masy wzgl �edem wybranej osi obrotu

(naj
z�e

´

s
iej prze
hodz �a
ej przez

´

srodek masy, ale nie konie
znie)

opisuje moment bezw�adno

´

s
i

I =

X

i

m

i

r

2

? i

w przypadku 
i �ag�ego rozk�adu masy - 
a�ka po obj �eto

´

s
i:

I =

Z

dV � r

2

?

Dla 
ia�a jednorodnego (� = 
onst =

M

V

):

I =

M

V

Z

dV r

2

?

= M

R

dV r

2

?

R

dV

= Mhr

2

?

i

gdzie hr

2

?

i -

´

sredni kwadrat odleg�o

´

s
i od osi obrotu

A.F.

�
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Moment bezw�adno

´

s
i

Stosunek m. bezw�adno

´

s
i do masy zale

�

zy od kszta�tu i rozmiarów 
ia�a:

I

M

= hr

2

?

i

Obr�e
z (pusta w

´

srodku) obrót wokó� osi symetrii

Wszystkie punkty równoodleg�e od osi:

hr

2

?

i = r

2

) I

?

= M r

2

Obrót wokó�

´

sredni
y

o

´

s obrotu - o

´

s X,

´

sredni
a prostopad�a do osi obrotu - o

´

s Y

x

2

+ y

2

= r

2

i hx

2

i = hy

2

i

) hr

2

?

i = hy

2

i =

1
2

r

2

) I

k

=

1
2

M r

2

Sfera (powierz
hnia kuli) obrót wokó� osi symetrii

x

2

+ y

2

+ z

2

= r

2

i hx

2

i = hy

2

i = hz

2

i

) hr

2

?

i = hx

2

+ y

2

i =

2
3

r

2

) I =

2
3

M r

2

A.F.

�
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Moment bezw�adno

´

s
i

r

r’ dS
dr’

Ko�o (kr �a

�

zek) obrót wokó� osi symetrii

Ko�o = suma wielu obr �e
zy)

´

srenia po powierz
hni:

hr

2

?

i =

R

r

02

� dS

S

=

1

�r

2

Z

r

02

� 2�r

0

dr

0

=

2�

�r

2

1
4

r

4

=

1
2

r

2

) I

?

=

1
2

M r

2

Podobnie mo

�

zna wyzna
zy

´


 I dla inny
h bry�:

Prostok �at ) I

?

=

1

12

M (a

2

+ b

2

)

Pr�et ) I =

1

12

M l

2

Obrót wokó� osi prostopad�ej, prze
hodz �a
ej przez

´

srodek.

Kula (jednorodna) ) I =

2
5

M r

2

A.F.

�
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Moment bezw�adno

´

s
i

Twierdzenie o osia
h równoleg�y
h

X

Y

r
r

h

m

O S x

y

iO

iS

i

i
i

Zazwy
zaj li
zymy moment bezw�adno

´

s
i wzgl �edem osi

prze
hodz �a
ej przez

´

srodek 
i �e

�

zko

´

s
i S

(wszystkie podane przyk�ady)

Bry�a mo

�

ze jednak wirowa

´


 wokó� dowolnej osi...

Moment bezw�adno

´

s
i wzgl �edem osi równoleg�ej 0,

odleg�ej o h od osi S: (XY: uk�ad

´

srodka masy)

r

2

iO

= (x

i

+ h)

2

+ y

2

i

= h

2

+2hx

i

+ r

2

iS

I

O

=

X

i

m

i

r

2

iO

= h

2

X

i

m

i

+ 2h

X

i

m

i

x

i

+

X

i

m

i

r

2

iS

) I

O

= I

S

+ M h

2

Twierdzenie Steinera

A.F.

�
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Prawa ru
hu

Równia po
hy�a

R

T

φ

Q
Θ

x

r

h

l

Sta
zanie po równi po
hy�ej symetry
znej bry�y

(obr �e
z, wale
, kula...) bez po

´

slizgu:

x = r � ) a = r "

Ru
h post �epowy (wzd�u

�

z równi):

ma = Q sin � � T

Ru
h obrotowy (wzgl �edem

´

srodka masy):

I " = T r

Eliminuj �a
 si� �e tar
ia:

ma +

I"

r

= mg sin �

) a =

g sin �

1 +

I

mr

2

Im wi �ekszy moment bezw�adno

´

s
i, tym wolniej sta
za si �e 
ia�o...

A.F.

�

Zarne
ki Wyk�ad VIII 20



Prawa ru
hu

Równia po
hy�a

R

T

φ

Q
Θ

x

r

h

l
Zagadnienie mo

�

zna rozwi �aza

´


 w sposób równowa

�

zny

korzystaj �a
 z 
hwilowej osi obrotu i twierdzenia Steinera

Równanie ru
hu obrotowego wzgl �edem 
hwilowej osi

obrotu (linia styku bry�y z równi �a):

I

o

" = Q sin � � r

Z twierdzenia Steinera:

I

o

= I + m r

2

Otrzymujemy:

a = r " =

mg sin � r

2

I

o

=

mr

2

g sin �

mr

2

+ I

A.F.

�
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Prawa ru
hu

Równia po
hy�a

Rura

a =

1
2

g sin �

Wale


a =

2
3

g sin �

1
3

szyb
iej

A.F.

�
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Prawa ru
hu

Wahad�o �zy
zne

S

O

S’

mg

Równanie ma�y
h drga

´

n bry�y sztywnej, wokó� osi obrotu O

prze
hodz �a
ej w odleg�o

´

s
i l od

´

srodka 
i �e

�

zko

´

s
i S:

I

o

" = �mg sin� � l

�

I +ml

2

�

d

2

�

dt

2

� �mgl �

Cz�esto

´

s

´


 drga

´

n (równanie os
ylatora harmoni
znego):

� =

s

mgl

I +ml

2

=

v
u
u
t

g

l(1 +

I

ml

2

)

d�ugo

´

s

´


 zredukowana wahad�a: l

z

= l(1 +

I

ml

2

) > l

d�ugo

´

s

´


 wahad�a matematy
znego o tej samej 
z�esto

´

s
i

Dla danego l 
z�esto

´

s

´


 drga

´

n jest ni

�

zsza ni

�

z dla wahad�a matematy
znego

- dodatkowy wk�ad od bezw�adno

´

s
i zwi �azanej z ru
hem obrotowym (I).

A.F.

�
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Prawa ru
hu

Przyk�ad

Dwa klo
ki na równi poruszaj �a
e si �e bez tar
ia, po� �a
zone niewa

�

zk �a ni
i �a

przerzu
on �a przez wa�zki blo
zek o momen
ie bezw�adno

´

s
i I.

1 2

2

2

1
1N

I

m

M

Q

N
R

R

α

α

β

Q

Q

Powierz
hnia równi jest wi �ezem, który

ograni
za ru
h klo
ków do kierunku

równoleg�ego do powierz
hni równi.

Mo

�

zemy zredukowa

´


 problem do ru
hu

jednowymiarowego.

W przypadku wa

�

zkiego blo
zka, je

´

sli

uk�ad nie jest w równowadze, si�y

napr�e

�

zenia mog �a by

´


 ró

�

zne!

N

1

6= N

2

A.F.

�
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Prawa ru
hu

Przyk�ad

2

1

2

1

||

||

a

a
N m

M

N

Q

I

α

α

β

β

ε

Q

r

Wybieramy dodatni kierunek przyspieszenia

jak na rysunku. Przyspieszenia 
ia�:

a

1

= a

2

= a " r = a

nieroz
i �agliwa ni

´


 nie

´

slizga si �e po blo
zku

Równania ru
hu:

Ma = Q

k
1

�N

1

=Mg sin � �N

1

ma = N

2

�Q

k
2

= N

2

�mg sin�

I" = I

a

r

= N

1

r �N

2

r

Uk�ad trze
h równa

´

n z trzema

niewiadomymi (a, N

1

i N

2

).

Dodajemy stronami dwa pierwsze i pod-

stawiamy N

1

�N

2

z trze
iego.

Otrzymujemy:

a = g

M sin � �m sin�

M +m+

I

r

2

A.F.

�
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Energia

Energia ru
hu obrotowego

Energia kinety
zna uk�adu 
ia�:

E

k

= E

?

k

+

M V

2

CM

2

Bry�a sztywna: energia �wewn�etrzna�) energia kinety
zna ru
hu obrotowego

E

?

k

=

1
2

X

i

m

i

v

2

i

=

1
2

X

i

m

i

(r

i

!)

2

=

1
2

!

2

I =

1
2

! L

r V

Cia�o to
z �a
e si �e bez po

´

slizgu: v = ! r

E

k

=

mv

2

2

+

I!

2

2

=

mv

2

2

�

1 +

I

mr

2

�

m

�

1+

I

mr

2

�

- efektywna masa bezw�adna

przy niezmienionej masie grawita
yjnej

A.F.

�
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Energia

Równia po
hy�a

R

T

φ

Q
Θ

x

r

h

l
Pr�edko

´

s

´


 jak �a uzyska 
ia�o sta
zaj �a
e si �e bez po

´

slizgu z

równi o wysoko

´

s
i h. Z zasady za
howania energii:

mgh =

1
2

mv

2

�

1+

I

mr

2

�

v =

v
u
u
t

2gh

1 +

I

mr

2

Przyspieszenie pr �edko

´

s

´




´

srednia hvi =

1
2

v


zas ru
hu t =

l

hvi

=

2l

v

a =

v

t

=

v

2

2l

=

2gh

2l

�

1 +

I

mr

2

�

=

g sin �

1+

I

mr

2

A.F.

�
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Energia

R
r

mg

I

Ko�o Maxwella

Ko�o o promieniu R �to
zy si �e� po osi o promieniu r.

Jak w przypadku równi po
hy�ej � =

�
2

a =

g

1+

I

mr

2

obr�
z: I = mR

2

) a = g

r

2

R

2

+ r

2

� g

Przyspieszenie liniowe wielokrotnie mniejsze

od przyspieszenia w spadku swobodnym...

Energia poten
jalna zamienia si �e g�ównie

na energi �e ru
hu obrotowego.

A.F.

�
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Porównanie

Punkt materialny

ru
h post �epowy

� przesuni �e
ie ~x

� pr�edko

´

s

´


 ~v =

d~x

dt

� przyspieszenie ~a =

d~v

dt

� masa m

� p�ed ~p = m~v

� uk�ad izolowany ~p = 
onst

Bry�a sztywna

ru
h obrotowy (wzgl �edem osi symetrii !)

) k �at obrotu

~

�

) pr�edko

´

s

´


 k �atowa ~! =

d

~

�

dt

) przyspieszenie k �atowe ~" =

d~!

dt

) moment bezw�adno

´

s
i I

) moment p�edu

~

L = I~!

) uk�ad izolowany

~

L = 
onst

A.F.

�
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Porównanie

Punkt materialny

ru
h post �epowy

� si�a

~

F

� równania ru
hu

~

F = m~a

d~p

dt

=

~

F

� pra
a W =

Z

~

F � d~x

� energia kinety
zna E

k

=

1
2

mv

2

Bry�a sztywna

ru
h obrotowy (wzgl �edem osi symetrii !)

) moment si�y

~

M

) równania ru
hu

~

M = I~"

)

d

~

L

dt

=

~

M

) pra
a W =

Z

~

M � d

~

�

) energia kinety
zna E

k

=

1
2

I!

2

Dla ru
hu obrotowego wzgl �edem ustalonej osi, pokrywaj �a
ej si �e z osi �a symetrii bry�y !!!

A.F.

�

Zarne
ki Wyk�ad VIII 30



�

Zyroskop

Efekt

�

zyroskopowy

Zasada za
howania momentu p�edu

Je

´

sli poprzez spe
jalne zamo
owanie zapewnimy

znikanie momentów si� to kierunek momentu p�edu

pozostanie sta�y niezale

�

znie od dzia�aj �a
y
h si�

zewn�etrzny
h i ru
hu post �epowego

) efekt

�

zyroskopowy

Momenty dzia�aj �a
y
h si� s �a równe zero

) moment p�edu jest sta�y

) orienta
ja osi obrotu jest sta�a

~

L = ~! I = 
onst

Rozkr�e
ony

�

zyroskop utrzymuje orienta
j �e swojej osi obrotu w przestrzeni.

A.F.

�
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�

Zyroskop

Równowaga

Rozkr�e
ony

�

zyroskop utrzymuje orienta
j �e swojej osi obrotu w przestrzeni,

pod warunkiem,

�

ze momenty si� si �e równowa

�

z �a!

L

Ci�e

�

zar

�

zyroskopu jest zrównowa

�

zona przez

odpowiednio dobrane 
i �e

�

zarki

Je

´

sli

�

zyroskop jest w równowadze przy

~

L = 0

to b�edzie tak

�

ze w równowadze dla

~

L 6= 0

Orienta
ja

�

zyroskopu pozostaje sta�a

Jak za
howa si �e

�

zyroskop gdy zwi �ekszymy lub zmniejszymy �prze
iwwag�e� ?

A.F.

�
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�

Zyroskop

Pre
esja

zwi �ekszone ob
i �a

�

zenie

L rM

ωp

F

Niezrównowa

�

zony moment si�y 
i �e

�

zko

´

s
i

wzgl �edem punktu podpar
ia O:

~

M = ~r �

~

F

M = �mgr

Pojawia si �e moment si�y

~

M skierowany

prostopadle pionu (~g) i do osi

�

zyroskopu (~r)

Wektor momentu p�edu

~

L ?

~

M

) warto

´

s

´


 momentu p�edu nie ulega zmianie

dL

dt

= 0

) kierunek momentu p�edu zmienia si �e) pre
esja

d

~

L

dt

= ~!

p

�

~

L =

~

M ) !

p

L =�m r g

A.F.

�
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�

Zyroskop

Pre
esja

zwi �ekszone ob
i �a

�

zenie

L rM

ωp

F

zgodnie z ru
hem wskazówek zegara

(patrz �a
 os góry)

zmniejszone ob
i �a

�

zenie

L rM

ωp

F

prze
iwnie do ru
hu wskazówek zegara

Cz�esto

´

s

´


 pre
esji !

p

=

�m r g

L

) propor
jonalna do dodanej/brakuj �a
ej masy

A.F.

�

Zarne
ki Wyk�ad VIII 34



B �ak

Pre
esja

θ

M

L
ω

QR
O

S
Gdyby b �ak nie wirowa� (L = 0) to ustawienie pionowe

by�oby stanem równowagi nietrwa�ej. Wywró
i�by si �e.

Moment si�y 
i �e

�

zko

´

s
i wzgl �edem punktu podpar
ia O:

~

M =

~

R�

~

Q

M = mgR sin �

R - odleg�o

´

s

´




´

srodka 
i �e

�

zko

´

s
i od punktu podpar
ia

� - k �at od
hylenia osi od pionu

Moment si�y

~

M skierowany jest prostopadle do osi b �aka!

powoduje zmian�e 
a�kowitego momentu p�edu:

~

M =

d

~

L

dt

Wektor momentu p�edu

~

L k ~! ?

~

M ) warto

´

s

´


 nie ulega zmianie:

dL

dt

= 0

Zmienia si �e jedynie kierunek momentu p�edu) pre
esja !

p

=

mRg

L

Cz�esto

´

s

´


 pre
esji maleje ze wzrostem momentu p�edu (
z�esto

´

s
i ru
hu wirowego b �aka),

nie zale

�

zy od k �ata wy
hylenia!

A.F.

�
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�

Zyroskop

Paradoks ?

Nie wiruj �a
y b �ak wy
hylony z po�o

�

zenia równowagi

~

L = 0

lub nie zrównowa

�

zony

�

zyroskop

~

L = 0) wywra
aj �a si �e

Natomiast je

´

sli

~

L 6= 0 to b �ak i

�

zyroskop podlegaj �a pre
esji

) nigdy si �e nie wywró
 �a (zaniedbuj �a
 si�y ta
ia).

Czy jest to s�uszne dla dowolnie ma�y
h warto

´

s
i

~

L ?

Z do

´

swiad
zenia wiemy,

�

ze nie !

Wiruj �a
y b �ak wywra
a si �e zanim pr�edko

´

s

´


 k �atowa jego ru
hu wirowego spadnie do zera.

Nasze rozwa

�

zania pre
esji nie by�y

´

s
is�e

) dla ma�y
h momentów p�edu musimy uwzgl �edni

´


 dodatkowe efekty...

A.F.

�
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�

Zyroskop

Pre
esja

ωp

Lp

Lz

L
Θ

Nie
h moment p�edu zrównowa

�

zonego

�

zyroskopu wynosi

~

L.

Co si �e dzieje gdy zdejmiemy jeden 
i �e

�

zarek ?

Warto

´

s

´


 
a�kowitego moment p�edu nie ulega

zmianie, gdy

�

z moment si�y 
i �e

�

zko

´

s
i jest

prostopad�y do

~

L.

Obrót

�

zyroskopu z 
z�esto

´

s
i �a !

p

wzgl �edem pionowej osi) moment p�edu

~

L

p

= !

p

I

p

.

Aby 
a�kowity moment p�edu nie uleg� zmianie, o

´

s

�

zyroskopu musi si �e na
hyli

´


 o k �at:

� �

L

p

L

=

mrgI

p

L

2

Du

�

ze L) � ! 0 ( L

p

mo

�

zna pomin �a

´


) Ma�e L)

�

zyroskop/b �ak wywra
a si �e...

A.F.

�
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Moment p�edu

Do tej pory rozpatrywali

´

smy wy� �a
znie ru
h obrotowy wzgl �edem ustalonej osi.

Na ogó� by�a to o

´

s symetrii bry�y, lub o

´

s do niej równoleg�a.

W ogólnym przypadku problem jest du

�

zo bardziej skomplikowany

Przyk�ad - dwa wiruj �a
e 
i �e

�

zarki

Ci �e

�

zarki w jednej p�asz
zy´znie ? osi

L

ω
S

O

´

s obrotu jest osi �a symetrii

~

L k ~!

Ci�e

�

zarki rozsuni �ete wzd�u

�

z osi obrotu

S ω

L
O

´

s obrotu nie jest osi �a symetrii)

~

L=jj ~!

~

L

i

= m

i

~r

i

� ~v

i

? ~r

i

A.F.

�
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Moment p�edu

Przyk�ad II

Dysk wiruj �a
y wokó� osi na
hylonej do osi symetrii

Pr �edko

´

s

´


 k �atow �a mo

�

zemy roz�o

�

zy

´


 na

sk�adow �a równoleg� �a i prostopad�a

do osi symetrii

ω

ω ω

~! = ~!

?

+ ~!

k

Moment bezw�adno

´

s
i dysku:

I

?

=

1
2

mr

2

I

k

=

1
4

mr

2

=

1
2

I

?

Moment p�edu dysku

~

L =

~

L

?

+

~

L

k

= I

?

~!

?

+ I

k

~!

k

= I

?

�

~!

?

+

1
2

~!

k

�

ω
L

L
L

~

L=jj ~!

A.F.
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Moment p�edu

W ogólnym przypadku bry�a sztywna mo

�

ze nie mie

´




�

zadnej osi symetrii.

Jak wtedy wyzna
zy

´


 moment p�edu, znaj �a
 pr �edko

´

s

´


 k �atow �a ~! ?

Z de�ni
ji momentu p�edu:

~

L =

X

i

m

i

~r

i

� ~v

i

Z de�ni
ji bry�y sztywnej:

~v

i

= ~! � ~r

i

Otrzymujemy:

~

L =

X

i

m

i

~r

i

�

(

~! � ~r

i

)

=

X

i

m

i

h

~! r

2

i

� ~r

i

(~r

i

~!)

i

korzystamy z to

�

zsamo

´

s
i wektorowej:

~

A�

�

~

B �

~

C

�

=

~

B

�

~

A �

~

C

�

�

~

C

�

~

A �

~

B

�

Kierunek

~

L zale

�

zy od kierunku ~! jak i po�o

�

ze

´

n posz
zególny
h elementów bry�y ~r

i

.

A.F.

�
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Moment p�edu

Rozpisuj �a
 na sk�adowe:

~r

i

= (x

i

; y

i

; z

i

) ~! = (!

x

; !

y

; !

z

) ) ~r

i

~! = x

i

!

x

+ y

i

!

y

+ z

i

!

z

Otrzymujemy (na przyk�adzie L

x

):

L

x

=

X

i

m

i

h

!

x

r

2

i

� x

i

(x

i

!

x

+ y

i

!

y

+ z

i

!

z

)

i

= !

x

�

X

i

m

i

(r

2

i

� x

2
i

) � !

y

�

X

i

m

i

x

i

y

i

� !

z

�

X

i

m

i

x

i

z

i

L

x

zale

�

zy w ogólno

´

s
i od wszystki
h skladowy
h pr�edko

´

s
i k �atowej !

Podobnie:

L

y

= � !

x

�

X

i

m

i

x

i

y

i

+ !

y

�

X

i

m

i

(r

2

i

� y

2

i

) � !

z

�

X

i

m

i

y

i

z

i

L

z

= � !

x

�

X

i

m

i

x

i

z

i

� !

y

�

X

i

m

i

y

i

z

i

+ !

z

�

X

i

m

i

(r

2

i

� z

2

i

)

A.F.
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Tensor momentu bezw�adno

´

s
i

Wyra

�

zenie na sk�adowe

~

L mo

�

zemy zapisa

´


 w posta
i ma
ierzowej:

~

L =

0
B
B
B
B
B
�

L

x

L

y

L

z

1
C
C
C
C
C
A

=

0
B
B
B
B
B
�

P

m

i

(r

2

i

� x

2
i

) �

P

m

i

x

i

y

i

�

P

m

i

x

i

z

i

�

P

m

i

x

i

y

i

P

m

i

(r

2

i

� y

2

i

) �

P

m

i

y

i

z

i

�

P

m

i

x

i

z

i

�

P

m

i

y

i

z

i

P

m

i

(r

2

i

� z

2

i

)

1
C
C
C
C
C
A

�

0
B
B
B
B
B
�

!

x

!

y

!

z

1
C
C
C
C
C
A

~

L =

^

I � ~!

tensor momentu bezw�adno

´

s
i

Sk�adowe tensora - wspó�
zynniki bezw�adno

´

s
i

^

I =

0
B
B
B
B
B
�

I

xx

I

xy

I

xz

I

yx

I

yy

I

yz

I

zx

I

zy

I

zz

1
C
C
C
C
C
A

ogólna posta

´


 (u; v = x; y; z)

I

uv

=

X

m

i

(Æ

uv

r

2

i

� u

i

v

i

)

lub

I

uv

=

Z

dV �(~r)(Æ

uv

r

2

� u v)

delta Krone
kera: Æ

uv

= 1 dla u= v i 0 dla u 6= v

A.F.
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Tensor momentu bezw�adno

´

s
i

Przyk�ad

Cztery masy rozmiesz
zone w roga
h sze

´

s
ianu:

X

Y

Z

Ma

Tensor bezw�adno

´

s
i

^

I =

0
B
B
B
B
B
�

2 �1 0

�1 2 0

0 0 2

1
C
C
C
C
C
A

�M a

2

A.F.

�
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Osie g�ówne

W ogólnym przypadku wszystkie wspó�
zynniki bezw�adno

´

s
i mog �a by

´


 ró

�

zne od zera

(tensor symetry
zny) 6 niezale

�

zny
h wielko

´

s
i)

Okazuje si �e jednak,

�

ze w ka

�

zdym przypadku mo

�

zna tak obró
i

´


 osie uk�adu odniesienia,

�

zeby elementy pozadiagonalne znika�y: (diagonaliza
ja tensora)

I

xy

= I

xz

= I

yz

= I

yx

= I

zx

= I

zy

= 0

uk�ad taki de�niuje nam osie g�ówne bry�y (kierunki w�asne tensora)

Je

´

sli bry�a ma o

´

s symetrii to b�edzie ona jedn �a z osi g�ówny
h !

) pozostaj �a tylko 3 wspó�
zynniki diagonalne I

xx

, I

yy

, I

zz

(warto

´

s
i w�asne)

~

L = (L

x

; L

y

; L

z

) = (I

xx

!

x

; I

yy

!

y

; I

zz

!

z

)

Dla obrotu wokó� osi g�ównej

~

L k ~!

np. ~! = (!;0;0))

~

L = (I

xx

!;0;0) = I

xx

~!

A.F.
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Osie g�ówne

Przyk�ad

Cztery masy rozmiesz
zone w roga
h sze

´

s
ianu:

Z

Y’

X’

M

a

Tensor bezw�adno

´

s
i

^

I =

0
B
B
�

1 0 0

0 3 0

0 0 2

1
C
C
A

�M a

2

Osie X', Y' i Z s �a osiami g�ównymi

^

I:

� o

´

s X' - najmniejszy moment bezw�adno

´

s
i

� o

´

s Y' - najwi �ekszy moment bezw�adno

´

s
i

� o

´

s Z - po

´

sredni moment bezw�adno

´

s
i

A.F.
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Osie g�ówne

Prostopad�o

´

s
ian

Rakieta tenisowa

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������

���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������

���
���
���

���
���
���

I

xx

6= I

yy

6= I

zz

Wale


I

xx

= I

yy

6= I

zz

Kula

I

xx

= I

yy

= I

zz

Sze

´

s
ian

I

xx

= I

yy

= I

zz

Tak jak dla kuli !

A.F.
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Osie g�ówne

W przypadku bry�y wiruj �a
ej swobodnie (sta�a warto

´

s

´




~

L)

stabilny ru
h obrotowy (sta�y kierunek wektora ~!) mo

�

zliwy jest

tylko wokó� osi g�ówny
h o najwi �ekszym i najmniejszym momen
ie bezw�adno

´

s
i

O

´

s o najwi �ekszym I

obrót stabilny

O

´

s o po

´

srednim I

obrót niestabilny

O

´

s o najmniejszym I

obrót stabilny

A.F.
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Osie g�ówne

Energia kinety
zna w uk�adzie osi g�ówny
h

E

k

=

1
2

~!

~

L =

1
2

(I

xx

!

2

x

+ I

yy

!

2

y

+ I

zz

!

2

z

)

Je

´

sli na�o

�

zymy wi�ezy narzu
aj �a
e obrót 
ia�a ze sta�a pr �edko

´

s
i �a k �atow �a ~!

to przyjmie ono u�o

�

zenie odpowiadaj �a
e maksymalnej energii kinety
znej

) obrót wokó� osi o najwi �ekszym momen
ie bezw�adno

´

s
i

) maksymalna warto

´

s

´


 momentu p�edu

Wiruj �a
y dysk Wiruj �a
y pr �et

A.F.
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Osie g�ówne

Wiruj �a
y �a

´

n
uszek

Przybiera kszta�t obr �e
zy

odpowiadaj �a
y maksymalnemu momentowi bezw�adno

´

s
i

) maksymalnej warto

´

s
i momentu p�edu

) maksymalnej energii kinety
znej

W uk�adzie obra
aj �a
ym si �e

Si�a od

´

srodkowa d �a

�

zy do rozmiesz
zenia masy jak najdalej od osi obrotu.

Stabilny jest stan odpowiadaj �a
y minimum energii poten
jalnej (si�y od

´

srodkowej)

~

F

i

= m

i

!

2

~r

i?

) E

p;i

= �

1
2

m

i

!

2

r

2

?

E

p

=

X

i

E

p;i

= �

1
2

!

2

X

i

m

i

r

2

?

= �

1
2

!

2

I = �E

k

Minimum energii poten
jalnej odpowiada maksimum energii kinety
znej.

W uk�adzie laboratoryjnym) masa �oddala si �e� od osi zgodnie z zasad �a bezw�adno

´

s
i

A.F.
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Egzamin

Przyk�adowe pytania testowe:

1. Ile stopni swobody ma kula to
z �a
a si �e bez po

´

slizgu po p�askiej powierz
hni

A 2 B 4 C 5 D 3

2. Przy niezna
znym wy
hyleniu z po�o

�

zenia równowagi 
hwiejnej energia poten
jalna bry�y sztywnej

A maleje B nie mo

�

zna powiedzie

´


 C nie zmienia si �e D wzrasta

3. Stosunek promieni dwó
h kul stalowy
h R

1

=R

2

=2. Stosunek momentów bezw�adno

´

s
i I

1

=I

2

to

A 16 B 4 C 32 D 8

4. Która z wymieniony
h bry� najszyb
iej sto
zy si �e (bez po

´

slizgu) z równi po
hy�ej

A obr�e
z B wale
 C kula D sfera

5. Energia kinety
zna ru
hu obrotowego bry�y wokó� ustalonej osi wyra

�

za si �e wzorem

A

1
2

MI

2

B

1
2

Mv

2

C

1
2

I!

2

D

1
2

I

2

!

6. Swobodnie wiruj �a
a bry�a sztywna ma stabilny
h osi obrotu przynajmniej

A dwie B sze

´

s

´


 C trzy D jedn �a

A.F.
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