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Bryta sztywna

Fizyka | (Mechanika)

Wyktad VIII:

o Bryta sztywna

e Statyka i prawa ruchu

e Moment bezwtadnosci

e Energia ruchu obrotowego
o Zyroskop i bak

e Tensor momentu bezwtadnosci



| Bryta sztywna I
Uktad wielu ciat

it Ruch uktadu jako catosci

|
|
I — —
l P = M VCM
|
. : Energia kinetyczna:
P | 2
MYV,
: E, = QCM + Ef
|
------------------ = Moment pedu:
Masa ukladu uktad inercjalny Pe
L = MRou xVem + Ly
g
Potozenie srodka masy: EZ - energia “wewnetrzna”

S 1 [*. - “wewnetrzny” moment pedu
A = Mme L, - "wewnetrzny™ mo pe
;

A.F.Zarnecki Wykiad VIl



| Bryta sztywna I

Uktad wielu ciat Przypadek szczegdlny

W oparciu o pojecie srodka masy mozemy |
opisa¢ ruch uktadu jako catosci stosujgc
rownania ruchu punktu materialnego.

| |
! |
! |
|
) | CM l
W e : 2 |
dt , |
. | 2 :
dt | ,
____________________ I
Natomiast ruch wzgledny ciat uktadu moze Tij = |Ti— F}‘ = const
byC (w 0ogblnym przypadku) bardzo skomp-

likowany... Uktad ciat w ktérym wzgledne odlegtoSci

sg state = bryta sztywna (uogodiniona)

A.F.Zarnecki Wykiad VIl



Bryta sztywna

Naogot ciatem sztywnym nazywamy ciato makroskopowe,
ktore nie podlega deformacjom - wszystkie punkty majg wzgledem siebie state odlegtosci.

Potozenie

Aby jednoznacznie okresli¢ potozenie bryly sztywnej w przestrzeni, trzeba okresli¢:

potozenie wybranego punktu

np. srodka masy

I
-

X

3 parametry
(stopnie swobody)

=Y

potozenie drugiego punktu potozenie trzeciego punktu

e

2 parametry /

(poiozenie na sferze) 1 parametr (potozenie na okregu)
— fgcznie mamy 6 stopni swobody

A.F.Zarnecki
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Opis ruchu

Potozenie bryty sztywnej opisujg 3 wspotrzedne i 3 katy

Zt6zenie ruchow
Ogoblny ruch (zmiane potozenia) mozna przedstawic¢ jako ztozenie

ruchu postepowego oraz ruchu obrotowego

T(t)

X X
wektory predkosci sg takie same dla wszystkich punktow wszystkie punkty poruszaja sie po okregach

A.F.Zarnecki Wykiad VIl



Opis ruchu

Chwilowa oS obrotu

Czasami ztozenie ruchu postepowego i obrotowego (wzgledem np. srodka masy)
mozna przedstawiC jako ruch obrotowy wzgledem chwilowej osi obrotu

—

% = Vou + c3><<77z'—3>

Jesli Vo, L & wiedy:

5 = &x (75— R)

R' - potozenie chwilowej osi obrotu

chwilowa os obrotu : :
g (zmienne w czasie)

X

A.F.Zarnecki Wykiad VIl



| Opis ruchu I
Wiezy

Ruch bryty sztywne] w ogolnycm przypadku opisuje kolejnych 6 parametréow
(np. predkos¢ srodka masy i predkosc¢ kgtowa w uktadzie srodka masy)

W wielu zagadnieniach ruch bryty sztywnej jest jednak ogranicznony przez wiezy:
o Kkoto obracajgce sie na nieruchomej osi = jeden stopien swobody (kat obrotu)
o walec toczacy sie bez poslizgu = jeden st. swobody (kat obrotu lub przesuniecie)
o walec toczacy sie z poslizgiem = dwa stopnie swobody (kat obrotu i przesuniecie)

o kulka toczgce sie bez poslizgu = trzy stopnie swobody (irzy sktadowe &)

W rozwigzywaniu zagadnien kluczowe jest zrozumienie jakie sg stopnie swobody

Obecnos¢ wiezdéw oznacza tez obecnosc sit reakcji wiezow...

A.F.Zarnecki Wyktad VIII 6



| Statyka I
Warunek rownowagi

Bryta sztywna pozostaje nieruchoma, wtedy i tylko wtedy,
gdy dziatajgce na nig sity i momenty sit rownowazg sie:

. . dP
Y = Y FY =0 <= — =0
- dt
. . dL
M =Y M* =0 < — =0
- dt v

Sitami z ktorymi naogoét
bedziemy mieli do czynienia

~ sg sita ciezkosci i sity reakciji
= + R wiezéw

Jedli F*% = 0 to wypadkowy moment sit wzgledem
kazdej osi jest taki sam ! (wystarczy sprawdzi¢ raz)

S

M =Y #xF = Y #FxE+RxY F, =M
i i

1

A.F.Zarnecki Wykiad VIl 7



| Statyka I

Nawet jesli warunek F?¥ = M*¥ = 0 jest spetniony, rownowaga moze by¢:

Roéwnowaga

trwata obojetna chwiejna

\/ \/
Nieznaczne (infintezymalne) wychylenie bryty z potozenia rownowagi powoduje:
pojawienie sie sity wypadkowe] zmiane potozenia pojawienie sie sity wypadkowe]
(momentu sity) przywracajgcej rownowagi zwigekszajgcej wychylenie
rownowage

A.F.Zarnecki Wyktad VIII 8



| Statyka I
Przyktad |

Warunkiem rownowagi trwatej dla wielo$cianu (ustawionego na poziomej powierzchni,
pod dziataniem sity ciezkosci) jest aby pion wypuszczony ze srodka ciezkosci przechodzit
przez podstawe.

Rownowaga trwata Brak rownowagi

Moment sity ciezkosci “dociska” bryte do  Moment sity ciezkosci wywraca bryte
powierzchni

A.F.Zarnecki Wyktad VIII 9



| Statyka I

Roéwnowaga

Réwnowaga bryty na kitdrg dziata sita ciezkosci i sity reakcji mozna sklasyfikowac patrzgc
na potozenie srodka masy (energie potencjalng): (F = —g radEp)

rownowaga trwata obojetna chwiejna

L & 2

Nieznaczne (infintezymalne) wychylenie bryty z potozenia rownowagi powoduje:

podniesienie Srodka masy  brak zmian potozenia  obnizenie Srodka masy
wzrost energii potencjalnej  srodka masy zmniejszenie energii potencjalnej

A.F.Zarnecki Wyktad VIII 10



| Statyka I
Roéwnowaga

Zmiana potozenia srodka masy, przy wychyleniu z potozenia rownowagi,
zalezy od ksztattu bryty, ale takze od charakteru wiezow.

Np: rownowaga kuli zalezy od ksztattu powierzchni na ktorej lezy

rownowaga trwata obojetna chwiejna

\ \ \

Typ rownowagi zalezy od zmiany potozenia srodka masy (F = —g radEp)

A.F.Zarnecki Wyktad VIl
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Roéwnowaga

| Statyka I

Kryterium zmiany potozenia srodka masy =- energii potencjalne;
ma zastosowanie takze w bardziej ogdlnych przypadkach

Np: szescian ustawiony na kuli

Potozenie Srodka masy szescianu
(nad Srodkiem kuli):

h = Rcos¢—|—dsin¢+%a COS ¢
d = R¢
a .
h = <R+§) COS¢p + R ¢ Sing

w przyblizeniu matych kagtow:

Sing & ¢, COS ¢ ~ 1 — Z¢?

= (149 + Y-

Réwnowaga trwata jesli R > 5

A.F.Zarnecki
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Obroét wokot ustalonej osi

Prawa ruchu

Dla bryty sztywnej obracajgcej sie wokot ostalonej osi
mement pedu (skalarnie):

d
= meiriizwI w=d—(f

r | ; - odlegto$¢ masy ¢ od osi obrotu,
I - moment bezwtadnoéci wzgledem wybranej osi.

Pod wptywem statego momentu si’ry M:

dL
M = o — Zm@rJ_z— 1
dw . :
62% — przyspieszenie kgtowe
M
= & = 7=const

ruch jednostajnie przyspieszony (dla I=const)

Moment sity zalezy zaréwno od wartosci sity jak i jej ramienia: M = R x F

A.F.Zarnecki

Wyktad VIII
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Prawa ruchu
UScislenie
ZatozyliSmy przed chwilg, ze moment sity jest staty i nie zalezy
od |. Jednak cigzarek tez porusza sie ruchem przyspieszonym:

Q- N

rotor: Ile = rN

ciezarek: ma

Q - ciezar ciezarka, N - sita naprezenia nici.

Eliminujagc N = m(g — a):

Ie = rm(g—re)
I (I 4+mr’)e = mgr
mgr mgr
e = —
I + mr? I

Bezwladno$é ciezarka efektywnie zwieksza moment bezwtadnosci rotora: I’ = I + mr?

Nigdy nie uzyskamy przyspieszenia wigkszego niz eyaz = 2



Ruch harmoniczny

‘ Prawa ruchu I

Moment sity zalezy od kata skrecenia preta ¢:
M = —¢¢

¢ - wspbétczynnik “sprezystosci”
moment sity ma znak przeciwny do skrecenia

dl _ dw . _ d?¢

M = — = — = —
dt dt dt?
d?¢ 3
= =5 = —
dt2 I¢

rownanie oscylatora harmonicznego.
Czestos¢ drgan:

Vv = \/g = \/g ~ \/g
I \/Zimirﬁ_i 2ry/m

A.F.Zarnecki

Wyktad VIII
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‘ Moment bezwtadnosSci I

Przyspieszenie kagtowe w ruchu bryty sztywnej zalezy nie tylko od masy catkowitej,
ale takze od jej roztozenia wzgledem osi obrotu.

Rozktad masy wzgledem wybranej osi obrotu
(najczesciej przechodzgcej przez srodek masy, ale nie koniecznie)
opisuje moment bezwtadnosci

I = Z m; 'r’i ;
w przypadku ciggtego rozktadu masy - catka po objetosci:

I = /der_QL

Dla ciata jednorodnego (p = const = 47):

M [dv r? 5
% "L [dv L)

gdzie (r4) - Sredni kwadrat odlegtosci od osi obrotu

A.F.Zarnecki Wyktad VIII 16



‘ Moment bezwtadnosSci I

Stosunek m. bezwtadnosci do masy zalezy od ksztattu i rozmiarow ciata: ﬁ = (ri)

Obrecz  (pustaw érodku)  obrot wokot osi symetrii

Wszystkie punkty rownoodlegte od osi:
(r%) = 7 = I, = M r?

Obro6t wokot srednicy
0$ obrotu - 0$ X, Srednica prostopadta do osi obrotu - oS Y

4y’ =7 0 (2% = (y°)
1 1
= (r]) = (¥°) = 5"“2 = I = EMTQ

Sfera  (powierzchnia kuli)  obrét wokét osi symetrii

|
—~
<
N
~
|
—~
'\
N
~

:132—|—y2—|—22 — 7“2i<£l32>

2 2
= <7ﬁ> = (z° +y°) = 57“2 = I = gM’I“Q

A.F.Zarnecki
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0S

‘ Moment bezwtadnosSci I

Koto (krazek) obrét wokot osi symetrii

Koto = suma wielu obreczy = Srenia po powierzchni:

12
ry) = = — [ r°-2ardr = — —r" =
r1) S T2 wr2 4
1
= I, = EM’I“Q

Podobnie mozna wyznaczyC I dla innych bryt:

Prostokat = 1, = M (a®+1b?)

Pret = TI=3%MI?
Obrot wokot osi prostopadtej, przechodzgcej przez srodek.

Kula  (jednorodna) = I=32Mr?

A.F.Zarnecki

Wyktad VIII
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‘ Moment bezwtadnosSci I

Twierdzenie o osiach rownolegtych

Zazwyczaj liczymy moment bezwtadnosci wzgledem osi
przechodzacej przez srodek ciezkosci S
(wszystkie podane przyktady)

Bryta moze jednak wirowa¢ wokét dowolnej osi...

Moment bezwiadnosci wzgledem osi réwnolegtej O,
odlegtej o h od osi S: (XY: uktad srodka masy)

ray = (z; + )% +y? = h?42hz; +ri
Ip = Zmirz-zo = h? > miy + 2h> muz; + Zmi""z‘QS
= Iy = Ig + Mh?

Twierdzenie Steinera

A.F.Zarnecki Wyktad VIII 19



‘ Prawa ruchu I

Roéwnia pochyta Staczanie po réwni pochytej symetrycznej bryty
(obrecz, walec, kula...) bez poslizgu:

T=r¢ = a=rc

Ruch postepowy (wzdtuz réwni):

=
L

/

ma = @ sing — T
Ruch obrotowy (wzgledem Srodka masy):

~ X Je = Tr

Eliminujgc site tarcia:

I
ma-l——s = mg Sin6
r
Sin 6
= a = J 7
1+m7“2

Im wigkszy moment bezwtadnosci, tym wolniej stacza sig ciato...

A.F.Zarnecki Wyktad VIII 20



‘ Prawa ruchu I

Roéwnia pochyta Zagadnienie mozna rozwigzaC w sposob rownowazny
korzystajgc z chwilowej osi obrotu i twierdzenia Steinera

Rownanie ruchu obrotowego wzgledem chwilowej osi
obrotu (linia styku bryty z rownig):

=
~L

/

Io€ — QS'ﬂ@'T

Z twierdzenia Steinera:

\Z( IOZI—I—m'r2

Otrzymujemy:

mg sin @ r2
I,
mr2 g siné
mr2 + 1

A.F.Zarnecki Wyktad VIl 21



Rownia pochyta

Rura

‘ Prawa ruchu I

Walec

A.F.Zarnecki

Wyktad VIII
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Prawa ruchu

Wahadto fizyczne

Réwnanie matych drgan bryty sztywnej, wokot osi obrotu O
przechodzgcej w odlegtosci [ od srodka ciezkosci S:

Ipe = —mgsing -1
d2
(I+m12) ﬁ ~ —mgl ¢

Czestos¢ drgan (réwnanie oscylatora harmonicznego):

mgl g
I+mi? (14 1)

diugo$¢ zredukowana wahadta: 1. = I(1 + —) > |

dtugos¢ wahadta matematycznego o tej samej czestosSci

Dla danego [ czestos¢ drgan jest nizsza niz dla wahadta matematycznego
- dodatkowy wktad od bezwtadnosci zwigzanej z ruchem obrotowym (I).



‘ Prawa ruchu I
Przykfad

Dwa klocki na rowni poruszajgce sie bez tarcia, potgczone niewazka nicig
przerzucong przez wazki bloczek o momencie bezwtadnosci |.

Powierzchnia rowni jest wiezem, ktéry
ogranicza ruch klockow do kierunku
rownolegtego do powierzchni rowni.

Mozemy zredukowac problem do ruchu
jednowymiarowego.

W przypadku wazkiego bloczka, jesli
uktad nie jest w rownowadze, sity
naprezenia mogg by¢ rézne!

N1 #= N

A.F.Zarnecki Wyktad VIl 24




‘ Prawa ruchu I

Rdéwnania ruchu:

Przyktad

Ma = Q! — Ny = Mgsing— Ny
NQ—ngNQ—mgsina

Ie = I'Y = Nyr— Nor
T

Ukiad trzech réwnan 2z trzema
niewiadomymi (a, N1 i No).

3
S
|

Dodajemy stronami dwa pierwsze i pod-

Wybieramy dodatni kierunek przyspieszenia Stawiamy Ny — N z trzeciego.

jak na rysunku. Przyspieszenia ciat: Otrzymujemy:
Msin 8 —msin«
M+ m + TLQ

al] —a» — a ET — Q a = g

nierozciggliwa ni¢ nie slizga sie po bloczku

A.F.Zarnecki Wyktad VIII 25



| Energia I

Energia ruchu obrotowego
Energia kinetyczna uktadu ciat:

M V23
E, = Ej + QCM
Bryta sztywna: energia “wewnetrzna”=- energia kinetyczna ruchu obrotowego
1 1 1 1

Ef = E;mzvg = E;mi(riw)z =§w21 :EwL
= Ciato toczgce sie bez poslizgu: v =wr

I 2 2 2
T~ V» B, — mu _l_Iw _ v <1+ I)

2 2 2 mr?

m (1 4+ —L.) - efektywna masa bezwtadna
m'r2 ) i ) . ) ) . .
przy niezmienione] masie grawitacyjne|

A.F.Zarnecki Wyktad VIl
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| Energia I

Predkosc¢ jakg uzyska ciato staczajgce sie bez poslizgu z
rowni o wysokosci h. Z zasady zachowania energii:

1
mgh = —muv (1—|— )
2 mr2

- 2gh
vo= 1
mr2

Przyspieszenie  predkosc srednia (v)

Rownia pochyta

I
T/

9'
TS

2l

v

czas ruchu t = <l—>

02 2gh __gsind
I o 1
7“2) 1 + mr2

A.F.Zarnecki Wyktad VIl 27



Energia

Koto Maxwella
Koto o promieniu R “toczy sie” po osi 0 promieniu r.
Jak w przypadku réwni pochytej 0 = g

| r R . = g
L+ o
obrecz: I = mR?
mg ,,«2
pIIIIIIIIIIIII I III P = 0= 9o <g

Przyspieszenie liniowe wielokrotnie mniejsze
od przyspieszenia w spadku swobodnym...

Energia potencjalna zamienia sie gtéwnie
na energie ruchu obrotowego.




Punkt materialny
ruch postepowy

e przesuniecie X
dx
o predkosc U= —
pre 7
. . L, du
e przyspieszenie a=—
dt
e masa m
* ped p=mu
o uktad izolowany p = const

‘ Porownanie I

Bryta sztywna

ruch obrotowy (wzgledem osi symetrii !)

— kat obrotu

= predkosS¢ kagtowa

= przyspieszenie kgtowe

= moment bezwtadnosci

= moment pedu

= uktad izolowany

-y

= const

A.F.Zarnecki
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‘ Porownanie I

Punkt materialny
ruch postepowy

» sita F
e réwnania ruchu F=mad
d_’ —
@ _ g
dt
» praca W = /ﬁ dz
» energia kinetyczna  Ej, = 4mo?

Bryta sztywna

ruch obrotowy (wzgledem osi symetrii !)

— moment sity M

— réwnania ruchu M=1I¢
dL -

= e
dt

— praca Wz/M-ng

= energia kinetyczna ~ Ej = $Iw?

Dla ruchu obrotowego wzgledem ustalonej osi, pokrywajgcej sie z osig symetrii bryty !!!

A.F.Zarnecki
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Zyroskop

Efekt zyroskopowy

Zasada zachowania momentu pedu

Jesli poprzez specjalne zamocowanie zapewnimy
znikanie momentow sit to kierunek momentu pedu
pozostanie staty niezaleznie od dziatajgcych sit
zewnetrznych i ruchu postepowego

= efekt zyroskopowy

Momenty dziatajgcych sit sg rowne zero
— moment pedu jest staty
—- orientacja osi obrotu jest stata

L = &I = const
Rozkrecony zyroskop utrzymuje orientacje swojej osi obrotu w przestrzeni.
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Zyroskop

Roéwnowaga

Rozkrecony zyroskop utrzymuje orientacje swojej osi obrotu w przestrzeni,
pod warunkiem, ze momenty sit sie rownowazg!

Ciezar zyroskopu jest zrownowazona przez
odpowiednio dobrane ciezarki

Jesli zyroskop jest w réwnowadze przy L = 0
to bedzie takze w rownowadze dla L # 0

Orientacja zyroskopu pozostaje stata

Jak zachowa sie zyroskop gdy zwiekszymy lub zmniejszymy “przeciwwage” ?

A.F.Zarnecki Wyktad VIII 32



Zyroskop

Precesja

zwiekszone obcigzenie Niezrbwnowazony moment sity ciezkoSci
wzgledem punktu podparcia O:

—

M 7 x F
M = Amgr

Pojawia sie moment sity M skierowany
prostopadle pionu (g) i do osi zyroskopu (7)
Wektor momentu pedu L L M
= warto§¢ momentu pedu nie ulega zmianie

aL
| o _ dt
— kierunek momentu pedu zmienia sie = precesja
dL L
Ezw}xLzM = wpL=Amrg
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Zyroskop

Precesja

zwiekszone obcigzenie zmniejszone obcigzenie

zgodnie z ruchem wskazowek zegara . ,
. przeciwnie do ruchu wskazowek zegara
(patrzgc os gory)

Czestos¢ precesji wp = A”}ir J = proporcjonalna do dodanej/brakujgcej masy

A.F.Zarnecki Wyktad VIII 34



Bak

Precesja

Gdyby bagk nie wirowat (L. = 0) to ustawienie pionowe
bytoby stanem réwnowagi nietrwatej. Wywrocitby sie.
Moment sity ciezkosci wzgledem punktu podparcia O:
M BRxQ
M = mgR sinf

- odlegtosc¢ srodka ciezkosci od punktu podparcia
6 - kat odchylenia osi od pionu

Moment sity M skierowany jest prostopadle do osi bgka!

dL
powoduje zmiane catkowitego momentu pedu: M = T

Wektor momentu pedu L || & L M = warto$é nie ulega zmianie: Cfl% =0

Zmienia sie jedynie kierunek momentu pedu = precesja w, = —mLRg

CzestoscC precesji maleje ze wzrostem momentu pedu (czestosci ruchu wirowego bagka),
nie zalezy od kata wychylenia!
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Zyroskop

Paradoks ?

Nie wirujacy bak wychylony z potozenia réwnowagi L = 0
lub nie zréwnowazony zyroskop L = 0 = wywracaja sie

Natomiast jesli L % 0 to bak i zyroskop podlegajg precesji
= nigdy sie nie wywrocga (zaniedbujgc sity tacia).

Czy jest to stuszne dla dowolnie matych wartosci L ?

Z doswiadczenia wiemy, ze nie !
Wirujgcy bak wywraca sie zanim predkos¢ kgtowa jego ruchu wirowego spadnie do zera.

Nasze rozwazania precesji nie byty Sciste
= dla matych momentéw pedu musimy uwzgledni¢ dodatkowe efekty...
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Zyroskop

Precesja

Niech moment pedu zrownowazonego
zyroskopu wynosi L.

Co sie dzieje gdy zdejmiemy jeden ciezarek ?

Wartos¢ catkowitego moment pedu nie ulega
zmianie, gdyz moment sity ciezkosci jest
prostopadty do L.

Obrot zyroskopu z czestoscig wy, wzgledem pionowej osi = moment pedu Ep = wp Ip.

Aby catkowity moment pedu nie ulegt zmianie, 0$ zyroskopu musi sie nachyli¢ o kat:

@ __mrglp
L L2
Duze L = 6 — O ( Lp mozna pominggc) Mate L = zyroskop/bgk wywraca sie...

0
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Moment pedu

Do tej pory rozpatrywaliSmy wytgcznie ruch obrotowy wzgledem ustalonej osi.
Na ogo6t byta to 0§ symetrii bryty, lub 0$ do niej réwnolegta.
W ogdlnym przypadku problem jest duzo bardziej skomplikowany

Przyktad - dwa wirujgce ciezarki
Ciezarki w jednej ptaszczyznie | osi Ciezarki rozsuniete wzdtuz osi obrotu

®
L //’—»
@ L

O$ obrotu jest osig symetrii L || & O$ obrotu nie jest osia symetrii = L &

L; =m;r; X v; L r;




Przyktad Il

| Moment pedu I

Dysk wirujgcy wokot osi nachylonej do osi symetri

Predkos¢ katowg mozemy roztozyé na
sktadowg rownolegta i prostopadta
do osi symetrii

—

w=<D]_-|—<3H

Moment bezwtadnos$ci dysku:

_1 5 1 5 1
IJ_—Em'r’ I”—Zmr —EIJ_

Moment pedu dysku
L, + E”

L 1,
= 1 (71 + 59)

L

A.F.Zarnecki
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| Moment pedu I

W ogolnym przypadku bryta sztywna moze nie mie¢ zadnej osi symetrii.
Jak wtedy wyznaczy¢ moment pedu, znajgc predkosc¢ katowg & ?

Z definicji momentu pedu: Z definicji bryty sztywnej:

— —

LZZmi’I“iX’Ui Vv, — W X7y
()

Otrzymujemy:

L= mix (Gx7) = Y m|dr]—i (7 &)
1 1

korzystamy z tozsamos$ci wektorowej: A x (E X (7) = B (/f : (7) —C (/f : E)

Kierunek L zalezy od kierunku & jak i polozen poszczegélnych elementéw bryly 7.
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| Moment pedu I

ri = (@i, Y5, 2i) G = (Wp,wy,wz) = O = Tiws + Yy + 2w:

Rozpisujgc na sktadowe:

Otrzymujemy (na przyktadzie L;):

L, = Z m; [wx rz-2 — x; (z;wz + yjwy + ziwz)]
)

2
= wx-Zmi(rz-z—:vi) — wy-Zmi T;Y; — wZ-Zmi X;2;

1 1 1

L, zalezy w ogdblnosci od wszystkich skladowych predkosci kgtowej !
Podobnie:

2 2
Ly — Wy E mi Ty + wy - E m;(ri —ys) — ws - E m; YiZ;

2 _ 2
—wz ) myxizp — Wy ) my Yz + owze ) mi(rf — z7)

1

L,
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‘ Tensor momentu bezwtadnosci I

Wyrazenie na skltadowe L mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej:

( Ly ) ( Zmi('rg - :1322) — > my ;Y4 — > my; x;2; ) ( Wy )

L = Ly = — > m; T;Y; Zmi('r’z-z—y?) — 2 M YiZ; | Wy
\Lz) \ — > Mm; T;2; — 2. M, Y2 Zmi(rz?—zz—?)) \CUZ)
_) N
_)

L — 1 : W

tensor momentu bezwtadnosci

Sktadowe tensora - wspdtczynniki bezwtadnosci ogélna postac (u,v = z,y, z)
[ s Iy A Liw = > mi(uw r{ — u;)
7 lub
I = I I I
sE T e Ly = /de('F’)(cSuv r2 _ uv)

\ I Izy I .
delta Kroneckera: 0yp = 1 dlau=v |1 0 dlau # v
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‘ Tensor momentu bezwtadnosci I

Przykfad
Cztery masy rozmieszczone w rogach szescianu:
v A
.a/.M/ Tensor bezwtadnosci
= [ 2 -1 0)
/ ; f — —1 2 O
o S . 0 0 2,
Z
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| Osie gtdbwne I

W ogdlnym przypadku wszystkie wspétczynniki bezwtadnosci moga by¢ rézne od zera
(tensor symetryczny = 6 niezaleznych wielko$ci)

Okazuje sie jednak, ze w kazdym przypadku mozna tak obroci¢ osie uktadu odniesienia,
zeby elementy pozadiagonalne znikaty: (diagonalizacja tensora)

I:I:y = Iy, = Iyz — Iyw = Ix = Izy =0
uktad taki definiuje nam osie gtéwne bryty  (kierunki wtasne tensora)
Jesli bryta ma o$ symetrii to bedzie ona jedng z osi gtdwnych !

= pozostaja tylko 3 wspoétczynniki diagonalne I, Iyy, 1.~ (Wartosci wtasne)
L= (Lag, Ly, L) = (Ipz wa, Iyy wy, Loz wz)
Dla obrotu wokét osi gtéwnej L || &

np. & = (w,0,0) = L = (Jpzw, 0,0) = I42&

A.F.Zarnecki Wyktad VIl 44



Przykfad

v A

| Osie gtdbwne I

Cztery masy rozmieszczone w rogach szescianu:

<

<Y

Tensor bezwtadnosci

100
I =030/ -Mad?
00?2

z Osie X', Y’ i Z sg osiami gtownymi I
e 0$ X - najmniejszy moment bezwtadnosci
e 0S Y - najwiekszy moment bezwltadnosci
e 0$ Z - poéredni moment bezwtadnosci
A.F.Zarnecki Wyktad VIII 45



sie glbwne

Prostopadtoscian Walec Szescian

’

Rakieta tenisowa Inz = Ly # I,

Ipx = Iyy =1,
% Tak jak dla kuli !
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Osie gtdwne

W przypadku bryly wirujacej swobodnie (stata warto$é L)
stabilny ruch obrotowy (staty kierunek wektora &) mozliwy jest
tylko wokot osi gtdwnych o najwiekszym i najmniejszym momencie bezwtadnosci

Os$ o najwigkszym I Os o posrednim [ Os$ o najmniejszym I

7

/
/|

obrot stabilny obrot niestabilny obrot stabilny




| Osie gtdbwne I

Energia kinetyczna w uktadzie osi gtdwnych

1 _ - 1
Jesli natozymy wiezy narzucajgce obrdét ciata ze stata predkoscig kgtowg &
to przyjmie ono utozenie odpowiadajgce maksymalnej energii kinetycznej
— obrot wokét osi 0 najwiekszym momencie bezwtadnosci

= maksymalna warto$¢ momentu pedu
Wirujacy dysk Wirujacy pret
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Osie gtdwne

Wirujgcy tancuszek
Przybiera ksztalt obreczy —

odpowiadajgcy maksymalnemu momentowi bezwtadnosci (L
= maksymalnej wartosci momentu pedu

= maksymalnej energii kinetycznej

W ukfadzie obracajgcym sie

Sita od$rodkowa dgzy do rozmieszczenia masy jak najdalej od osi obrotu.

Stabilny jest stan odpowiadajgcy minimum energii potencjalnej (sity odsrodkowej)

S 1
F, = 2 2.2

= m; wr; = Ep,i:_amiw r1
1 5 > 1 5
Ep — ZEp’i — _Ew ZmiTJ_ — —Ew I = _Ek
(] (]

Minimum energii potencjalnej odpowiada maksimum energii kinetyczne,.

W uktadzie laboratoryjnym = masa “oddala sie” od osi zgodnie z zasadg bezwtadnosci



Egzamin

Przyktadowe pytania testowe:

1.

lle stopni swobody ma kula toczgca sie bez poslizgu po ptaskiej powierzchni

A

2

Bl 4

C

5

D

3

Przy nieznacznym wychyleniu z potozenia réwnowagi chwiejnej energia potencjalna bryty sztywne;

A

A

maleje

16

B

nie mozna powiedzie¢

B| 4

C

C

32

nie zmienia sie

D

D

8

Ktéra z wymienionych bryt najszybciej stoczy sie (bez poslizgu) z réwni pochytej

A

obrecz

B | walec

C

kula

D

wzrasta

. Stosunek promieni dwéch kul stalowych R; /R, =2. Stosunek momentéw bezwtadnosci 11/ 15 to

sfera

Energia kinetyczna ruchu obrotowego bryty wokot ustalonej osi wyraza sie wzorem

A

A

1 2
IMI

dwie

1 2
B EMU

B| szesc

C

C

17,2
2]w

. Swobodnie wirujgca bryta sztywna ma stabilnych osi obrotu przynajmniej

trzy

D

172
2[

w

jednag
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