
Dynamika relatywisty
zna

Fizyka I (Me
hanika)

Wyk�ad XI:

� relatywisty
zna de�ni
ja p�edu

� relatywisty
zna de�ni
ja energii, zasady za
howania

� transforma
ja Lorentza dla energii i p �edu

� masa niezmienni
za i uk�ad

´

srodka masy

� zderzenia elasty
zne



Wprowadzenie

Zagadnienia ru
hu 
ia� w me
hani
e nierelatywisty
znej (Newtona/Galileusza)

rozwi �azywali

´

smy w opar
iu o

Równania ru
hu

Ru
h 
ia�a jest zadany przez dzia�aj �a
e na nie si�y zewn�etrzne + warunki po
z �atkowe

d~p(t)

dt

=

~

F (~r;~v; t) +

~

F

R

~r(t

0

) = ~r

0

~v(t

0

) = ~v

0

lub

Zasady za
howania

Dla uk�adu izolowanego i ru
hu pod wp�ywem si� za
howaw
zy
h

~

P =

X

i

m

i

~v

i

= 
onst ~p

i

= m

i

~v

i

E = E

p

+E

k

= E

p

+

X

i

m

i

v

2

i

2

= 
onst

~

E

k;i

=

m

i

v

2

i

2

Czy podej

´

s
ia te mo

�

zna te

�

z wykorzysta

´


 w przypadku relatywisty
znym?

A.F.

�
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P�ed 
z �astki

Grani
e podej

´

s
ia klasy
znego

Elektron w kondensatorze

(najprostszy 'ak
elerator' 
z �astek):

U

q<0

+−

Klasy
znie:

m~a =

~

F = q

~

E

Potra�my wytwarza

´


 pola elektry
zne

E � 10MV=m = 10

7

V=m

Dla elektronu:

m

e

= 9:1 � 10

�31

kg = 0:5MeV=


2

jq

e

j � 1 e = 1:6 � 10

�19

C

) a � 20m

�1

� 


2

� 2 � 10

18

m=s

2

W podej

´

s
iu klasy
znym elektron powinien

osi �agn �a

´


 pr �edko

´

s

´




´

swiat�a ju

�

z po przeby
iu

�x � 2:5 
m !!!

) konie
zno

´

s

´


 mody�ka
ji praw ru
hu

A.F.

�
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P�ed 
z �astki

Uogólnienie praw ru
hu

Za�ó

�

zmy, ze 
h
emy za
howa

´


 klasy
zn �a

de�ni
j �e si�y opart �a na II prawie Newtona

~

F =

d~p

dt

Ozna
za to jednak,

�

ze musimy zmieni

´




de�ni
j �e p�edu, bo Newtonowska de�ni
ja

~p = m~v

ograni
za warto

´

s

´


 p�edu od góry (v < 
)

a prze
ie

�

z w
ia

�

z mog �a dzia�a

´


 si�y...

Do

´

swiad
zenie my

´

slowe

Zderzenie dwó
h kul o jednakowej masiem:

V

X’

Y’

−V

vx

vy

P�edy obu kul s �a równe 
o do warto

´

s
i

ale prze
iwnie skierowane.

Ca�kowity p�ed uk�adu jest zerowy!

A.F.

�
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P�ed 
z �astki

Do

´

swiad
zenie my

´

slowe

Przejd´zmy do uk�adu poruszaj �a
ego si �e

z pr �edko

´

s
i �a V

x

wzd�u

�

z osi X - pierwsza

z kul porusza si �e tylko wzd�u

�

z osi Y:

X

Y

V1

V2

−V2,y

V1,y

V2,x

P�edy wzd�u

�

z osi Y powinny by

´


 równe.

Dwia kule) dwa uk�ady odniesienia

Wybór jednej z kul �amie symetri �e zagadnienia !

Wspó�
zynniki transforma
ji:

� =

V

x





 =

1

q

1� �

2

Transforma
ja Lorentza dla przesuni �e

´


 kul:

�y

1

= �y

2

= �y

0

Przesuni �e
ie to nast �api w 
zasa
h:

�t

1

= 
(�t

0

� ��x

0
1

)

�t

2

= 
(�t

0

� ��x

0
2

)

Czasy przesuni �e

´


 b�ed �a ró

�

zne, bo

V

x

��t

0

= �x

0
1

= ��x

0
2

A.F.

�
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P�ed 
z �astki

Do

´

swiad
zenie my

´

slowe

Przejd´zmy do uk�adu poruszaj �a
ego si �e

z pr �edko

´

s
i �a V

x

wzd�u

�

z osi X - pierwsza

z kul porusza si �e tylko wzd�u

�

z osi Y:

X

Y

V1

V2

−V2,y

V1,y

V2,x

P�edy wzd�u

�

z osi Y powinny by

´


 równe.

Dwia kule) dwa uk�ady odniesienia

Wybór jednej z kul �amie symetri �e zagadnienia !

W wyniku transforma
ji Lorentza zmieniaj �a

si �e tak

�

ze pr �edko

´

s
i poprze
zne!

Pr�edko

´

s

´


 wzd�u

�

z osi Y pierwszej kuli:

V

1;y

=

V

y




�

1� �

V

x




�

= 
 V

y

Pr�edko

´

s

´


 wzd�u

�

z osi Y drugiej kuli:

V

2;y

=

V

y


(1 + �

2

)

� =

V

x





 =

1

q

1� v

2

x

=


2

Czyli:

m V

1;y

6= m V

2;y

A.F.

�
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P�ed 
z �astki

Do

´

swiad
zenie my

´

slowe

Uk�ad w którym jedna z kul porusza

si �e tylko wzd�u

�

z osi Y:

X

Y

V1

V2

−V2,y

V1,y

V2,x

Z dodawania pr �edko

´

s
i:

V

2;x

=

�2V

x

1+ �

2

Pr�edko

´

s

´


 wzd�u

�

z osi Y drugiej kuli jest

zmniejszona na skutek dylata
ji 
zasu:

V

2;y

=

V

1;y




2

(1 + �

2

)

=

V

1;y




0




0

=

1

r

1�

V

2

2;x




2

Przyjmijmy,

�

ze V

y

� 
, ale V

x

� 
, wtedy:




1

V

1;y

= 


2

V

2;y




1

= 1 


2

=

1

q

1� V

2

2

=


2

Zasad�e za
howania p�edu mo

�

zemy w naszym

przypadku �uratowa

´


� mody�kuj �a
 de�ni
j �e:

~p = m � 
 � ~v

Czy tak zde�niowany p�ed jest za
howany w

ogólnym przypadku?

A.F.

�
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P�ed 
z �astki

Wyra

�

zenie na p�ed dla 
z �astek relatywisty
zny
h mo

�

zemy te

�

z wyprowadzi

´




z zasady wzgl �edno

´

s
i (+ relatywisty
zne sk�adanie pr �edko

´

s
i)

Wyobra´zmy sobie dwie identy
zne kule le
 �a
e (w uk�adzie O) z pr �edko

´

s
iami V

1

i V

2

wzd�u

�

z osi X:

x0 1 2

t
3

O V1 V2

Przyjmijmy,

�

ze w którym

´

s momen
ie 
ia�o 1 dogania 
ia�o 2 i zlepia si �e z nim.

Jaka b�edzie pr �edko

´

s

´


 
ia� po zlepieniu?

x0 1 2

t
3

O V c

Klasy
znie by�oby to V




=

V

1

+V

2

2

, 
o wynika�o w�a

´

snie z zasady za
howania p�edu...

A.F.

�
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P�ed 
z �astki

Przejd´zmy do uk�adu odniesienia O' zwi �azanego z powstaj �a
ym �zlepkiem�.

0 1 2 3

O’ t’
x’

V V

Poniewa

�

z kule s �a identy
zne z symetrii zagadnienia o
zekujemy,

�

ze w uk�adzie tym b�ed �a

mia�y pr �edko

´

s
i po
z �atkowe równe 
o do warto

´

s
i, le
z prze
iwnie skierowane.

Wiemy ju

�

z jednak jak sk�adaj �a si �e pr �edko

´

s
i!

Pr �edko

´

s
i w uk�adzie O' wyra

�

zaj �a si �e przez V

1

i V

2

, oraz pr �edko

´

s

´


 O wzgl �edem O' (�V




)

Ze wzoru na sk�adanie pr �edko

´

s
i:

V =

V

1

� V




1� V

1

V




=


2

i �V =

V

2

� V




1� V

2

V




=


2

(warto

´

s

´


 ujemna pr�edko

´

s
i odpowiada zwrotowi prze
iwnemu do osi X)

Rozwi �azujemy ten uk�ad równa

´

n, dla uprosz
zenia wprowadzaj �a
 pr �edko

´

s
i wzgl �edne:

�

1

=

V

1




; �

2

=

V

2




; �




=

V







A.F.

�
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P�ed 
z �astki

Ostate
znie otrzymujemy: (pomijaj �a
 do

´

s

´




�

zmudne przekszta�
enia)

�




=

�

1




1

+ �

2




2




1

+ 


2

Pr�edko

´

s

´


 zlepiony
h kul poruszaj �a
y
h si �e po
z �atkowo z pr�edko

´

s
iami �

1

i �

2

.

Wyra

�

zenie na pr�edko

´

s

´


 uk�adu

´

srodka masy dwó
h kul!!!

Czy mo

�

zemy 
o

´

s wnioskowa

´


 o i
h p�edzie?!

Dla symetrii pomnó

�

zmy li
znik i mianownik po lewej stronie przez 





:

�
















=

�

1




1

+ �

2




2




1

+ 


2

Warto

´

s

´


 u�amka nie zmienia si �e je

´

sli li
znik i mianownik pomno

�

zymy przez t �a sam �a

li
zb�e (M dla lewej im dla prawej strony):

�










M







M

=

�

1




1

m+ �

2




2

m




1

m+ 


2

m

A.F.

�
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P�ed relatywisty
zny

AleM im s �a dowolne! Mo

�

zemy przyj �a

´


m jako mas�e pojedyn
zej kuli i jedno
ze

´

snie tak

dobra

´


M ,

�

zeby tak

�

ze li
zniki i mianowniki po obu strona
h równania by�y sobie równe:

�










M = �

1




1

m+ �

2




2

m







M = 


1

m+ 


2

m

Wy
hodz �a
 z bardzo ogólny
h za�o

�

ze

´

n otrzymalismy dwa prawa za
howania!

Symetria + zasada wzgl �edno

´

s
i + w�a

´

s
iwy dobór wspó�
zynnikaM

Uogólniaj �a
 na dowoln �a li
zb�e 
z �astek w stanie po
z �atkowym (ini) i ko

´

n
owym (fin):

X

i2ini

�

i




i

m

i

=

X

j2fin

�

j




j

m

j

X

i2ini




i

m

i

=

X

j2fin




j

m

j

Czy mo

�

zemy zidenty�kowa

´


 posz
zególne 
z�ony?

A.F.

�
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P�ed relatywisty
zny

W grani
y ma�y
h pr�edko

´

s
i (� � 1, 
 = 1) równania te sprowadzaj �a sie do




X

i

�

i

m

i

=

X

i

m

i

V

i

= 
onst zasada za
howania p�du

X

i

m

i

= 
onst zasada za
howania masy

Jak poprzednio do
hodzimy do wniosku,

�

ze relatywisty
zne wyra

�

zenie na p�ed 
z �astki to

p = m 
 
 � = m 
 V

Wprowadzone wspó�
zynnikim s �a miar �a bezw�adno

´

s
i 
ia� i nazywamy je mas �a.

Jedn �a z mas mogli

´

smy ustali

´


 dowolnie - wybór wzor
a masy.

Masy pozosta�y
h 
z �astek mo

�

zna nast �epnie wyzna
zy

´


 w oddzia�ywaniu ze wzor
em

(z wyprowadzony
h praw za
howania).

A.F.

�
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Ru
h pod wp�ywem sta�ej si�y

Równanie ru
hu

Ch
emy za
howa

´


 klasy
zn �a de�ni
j �e

si�y opart �a na II prawie Newtona:

~

F =

d~p

dt

gdzie: ~p = m 
 ~v = m
 


~

�


 =

1

q

1� �

2

W przypadku ru
hu prostoliniowego

F =

d

dt

(

m
 
 �

)

= m
 


3

d�

dt

) przyspieszenie maleje jak 


�3

!

Rozwi �azanie ru
hu pod wp�ywem sta�ej si�y

elektry
znej F = qE:

d�

dt

=

qE

m


(1� �

2

)

3=2

)

d�

(1� �

2

)

3=2

=

qE

m


dt

Ca�kujemy podstawiaj �a
 � = sinu:

Z

du


os

2

u

=

qE

m


Z

dt

) tanu =

qE

m


� t

przyjmuj �a
,

�

ze 
z �astka spo
zywa�a w t = 0

To

�

zsamo

´

s

´


 trygonometry
zna:

sinu =

tanu

p

1 + tan

2

u

A.F.

�
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Ru
h pod wp�ywem sta�ej si�y

Otrzymujemy rozwi �azanie w posta
i:

�(t) =

�t

q

1 + (�t)

2

gdzie: � =

qE

m


W naszym przyk�adzie (e

�

w polu 10

MV

m

)

� � 6 � 10

9

s

�1

, �

�1

� 0:17 ns

W grani
y � t� 1:

1� �(t) �

1

2�

2

t

2

nigdy nie osi �agniemy � = 1

Ale: p(t) = m
 � � t � ro

´

snie � t !

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

10
-3

10
-2

10
-1

1 10
t [ns]

β

t [ns]

1-
β

10
-6

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

1

10
-3

10
-2

10
-1

1 10

A.F.

�
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Ru
h pod wp�ywem sta�ej si�y

Rozwi �azuj �a
 dalej otrzymujemy:

dx

dt

=


 �t

q

1+ (�t)

2

) x(t) =

Z

dx =




�

Z

�t d(�t)

q

1 + (�t)

2

=




�

�

q

1+ (�t)

2

� 1

�

W grani
y � t� 1:

x(t) � 
 t �




�

W naszym przyk�adzie:

´

swiat�o wyprzedzi elektron tylko o 5 
m !!!

10
-6

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

1

10

10 2

10
-3

10
-2

10
-1

1 10
t [ns]

x(
t)

  [
m

]

t [ns]

x(
t)

 -
 c

t 
 [m

]
-0.1

0

10
-3

10
-2

10
-1

1 10

A.F.

�
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Energia relatywisty
zna

Dla ru
hu 
ia�a pod wp�ywem sta�ej si�y otrzymali

´

smy:

x(t) =




�

�

q

1+ (�t)

2

� 1

�

�(t) =

�t

q

1 + (�t)

2

gdzie: � =

F

m


Mo

�

zna zauwa

�

zy

´


,

�

ze:


(t) =

1

q

1� �

2

(t)

=

q

1+ (�t)

2

) x(t) =

m


2

F

(
 � 1)

Energia kinety
zna jest równa pra
y wykonanej przez si� �e:

E

k

(t) = F � x(t) = m 


2

(


(t)� 1

)

A.F.

�
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Energia relatywisty
zna

Uzyskan �a zasad�e za
howania:

X

i




i

m

i




2

= 
onst

mo

�

zemy wi�e
 przepisa

´


 w posta
i:

X

i

h

m

i




2

(


i

� 1) + m

i




2

i

= 
onst

X

i

h

E

k;i

+ E

0;i

i

= 
onst

Gdzie: E

k

= m 


2

(


 � 1

)

- energia kinety
zna

E

0

= m 


2

- energia spo
zynkowa 
ia�a

Konie
zno

´

s

´


 wprowadzenia energii spo
zynkowej wynika z otrzymanej posta
i zasady

za
howania energii!

Energia 
a�kowita: E = E

k

+ E

0

= 
 �m 


2

A.F.

�
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Energia relatywisty
zna

Wyra

�

zenie na energi �e kinety
zn �a

E

k

= m 


2

(
 � 1) = m 


2

0
B
�

1

q

1� �

2

� 1

1
C
A

W grani
y ma�y
h pr�edko

´

s
i (� � 1) korzystamy ze wzorów na rozwini �e
ie w szereg:

p

1+ " � 1+

1
2

"�

1
8

"

2

+ : : :

1

1+ "

� 1� "+"

2

+ : : :

) 
 =

1

q

1� �

2

� 1+

1
2

�

2

E

k

= m 


2

(
 � 1) � (1 +

1
2

�

2

� 1) =

1
2

m 


2

�

2

=

1
2

m V

2

Odtwarzamy klasy
zne wyra

�

zenie na energi �e kinety
zn �a

A.F.

�
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Zasady za
howania energii i p �edu

Energia 
a�kowita 
ia�a:

E = 
 �m 


2

p�ed 
ia�a:

~p = 
 �m

~

V


 ~p =

~

� 
 �m 


2

~

� =

~

V




Wy
hodz �a
 z regu�y sk�adania pr �edko

´

s
i

(zasada bezw�adno

´

s
i + zasada wzgl �edno

´

s
i),

wykorzystuj �a
 symetri �e rozwa

�

zanego zagadnienia

(zasada wzgl �edno

´

s
i) oraz mo

�

zliwo

´

s

´


 doboru

wspó�
zynników opisuj �a
y
h bezw�adno

´

s

´


 
ia�a (mas�e)

otrzymali

´

smy:

X

i

E

i

=

X

i




i

m

i




2

= 
onst

zasada za
howania enegrii

X

i

~p

i

=

X

i




i

�m

i

~

V

i

= 
onst

zasada za
howania p�du

Zasady te wyprowadzili

´

smy dla pro
esu zderzenia, ale okazuje si �e,

�

ze s �a one du

�

zo

bardziej ogólne. Zasady te obowi �azuj �a we wszystki
h znany
h nam pro
esa
h!!!

A.F.

�
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Zasady za
howania energii i p �edu

Zasada za
howania energii ma jednak swoj �a �
en�e�

V V

Z zasady za
howania energii:

E




= E

1

+ E

2

M 


2

= 
 m 


2

+ 
 m 


2

M = 2 
 m

Masa �zlepka� jest wi �eksza ni

�

z suma mas 
z �astek! M > m+m

W

´

swie
ie relatywisty
znym przestaje obowi �azywa

´


 zasada za
howania masy!

Energia kinety
zna zderzaj �a
y
h si �e 
z �astek zosta�a zamieniona na energi �e wewn�etrzn �a,


o jest równowa

�

zne ze wzrostem masy (energii spo
zynkowej) �zlepka�.

A.F.

�
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Energia relatywisty
zna

Jednostki

U

Eq>0

+ −

�E = U � q

Naturaln �a jednostk �a w �zy
e 
z �astek jest 1 elektronowolt

1 eV - energia jaka zyskuje 
z �astka o �adunku 1 e (�adunek

elementarny) przy przej

´

s
iu ró

�

zni
y poten
ja�u 1 V.

1 e = 1:6 � 10

�19

C ) 1 eV = 1:6 � 10

�19

J

Jednostki po
hodne:

1keV = 10

3

eV , 1MeV = 10

6

eV , 1GeV = 10

9

eV .

Jednostk�e energii mo

�

zemy te

�

z przyj �a

´


 za jednostk�e masy (E = m


2

; 
 � 1)

1 eV=


2

� 1 eV = 1:8 � 10

�36

kg

elektron e 511 keV (9.1 �10

�31

kg)

proton p 938 MeV (1.7 �10

�27

kg)

neutron n 940 MeV

kwark t 173 GeV

bozon W

�

80.4 GeV

Z

Æ

91.2 GeV

A.F.

�
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Energia relatywisty
zna

Transforma
ja

Energia spo
zynkowa 
z �astki:

E

Æ

= m 


2

Energia 
a�kowita:

E = E

Æ

+ E

k

= m 


2

� 


Wyra

�

zenie na p�ed:

p = m 
 � � 


W uk�adzie w�asnym 
z �astki:

p

Æ

= 0

Zgodnie z de�ni
j �a uk�adu

´

srodka masy.

Mo

�

zemy zauwa

�

zy

´


,

�

ze:

E = 
 E

Æ

p 
 = � 
 E

Æ

Je

´

sli 
z �astka porusza si �e wzd�u

�

z osi X:

E = 
 E

Æ


 p

x

= � 
 E

Æ


 p

y

= 0


 p

z

= 0

A.F.

�
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Energia relatywisty
zna

Transforma
ja

Formalnie mo

�

zemy zapisa

´


:

(p

Æ

= p

Æ;x

= p

Æ;y

= p

Æ;z

= 0)

0
B
B
B
B
B
�

E


 p

x


 p

y


 p

z

1
C
C
C
C
C
A

=

0
B
B
B
B
B
�


 E

Æ

+ 
 � 
 p

Æ;x


 � E

Æ

+ 
 
 p

Æ;x


 p

Æ;y


 p

Æ;z

1
C
C
C
C
C
A

=

0
B
B
B
B
B
�


 
 � 0 0


 � 
 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1
C
C
C
C
C
A

�

0
B
B
B
B
B
�

E

Æ


 p

Æ;x


 p

Æ;y


 p

Æ;z

1
C
C
C
C
C
A

Okazuje si �e,

�

ze energia i p�ed podlegaj �a, przy zmianie uk�adu odniesienia,

transforma
ji Lorenza identy
znej z transforma
j �a 
zasu i po�o

�

zenia.

Zamiast transformowa

´


 niezale

�

znie energi �e i p�ed uk�adu, nale

�

zy rozwa

�

za

´





zterowektor energii-p�edu:

E = (E; 
~p) = (E; 
p

x

; 
p

y

; 
p

z

)

A.F.

�
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Masa niezmieni
za

Niezmiennik transforma
ji

Z de�ni
ji 
zynnika Lorenza


 =

1

q

1� �

2

) 


2

� �

2




2

= 


2

(1� �

2

) = 1




2

E

2

Æ

� �

2




2

E

2

Æ

= E

2

Æ

E

2

� 


2

p

2

= m

2




4

niezale

�

znie od pr�edko

´

s
i 
z �astki,


zyli niezale

�

znie od uk�adu odniesienia

Wyra

�

zenie:

s = M

2




4

= E

2

� 


2

p

2

jest niezmiennikiem transforma
ji Lorenza

dla dowolnego uk�adu �zy
znego

(nie zale

�

zy od wyboru uk�adu odniesienia)

M �

p

s - masa niezmieni
za uk�adu

(masa inwariantna)

Klu
zowa wielko

´

s

´


 w opisie zderze

´

n

relatywisty
zny
h...

A.F.

�
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Energia relatywisty
zna

Transforma
ja Lorenza

Transforma
ja Lorenza ma zastosowanie do wszystki
h 
zterowektorów:

� 
zterowektor po�o

�

zenia (w 
zasoprzestrzeni): (
t; x; y; z)

� 
zterowektor energii-p�edu (�
zterop�ed�): (E; 
p

x

; 
p

y

; 
p

z

)

� 
zteropoten
ja� pola elektromagnety
znego: (�; A

x

; A

y

; A

z

)

~

E = �grad� �

1




�

~

A

�t

~

B = rot

~

A

� ró

�

zni
a dwó
h 
zterowektorów (np. odst�ep mi�edzy zdarzeniami, przekaz 
zterop�edu...)

Niezmiennikiem transforma
ji Lorenza jest �kwadrat� ka

�

zdego 
zterowektora

�
�
�

A

(4)

�
�
�

2

= A

2
0

�

�
�
�

~

A

�
�
�

2

= A

2
0

�A

2
x

�A

2
y

�A

2
z

� zmiana po�o

�

zenia) interwa�: s

AB

= (�t)

2

� (�x)

2

� (�y)

2

� (�z)

2

� energia-p�ed) masa niezmienni
za: M

2

= E

2

� p

2
x

� p

2
y

� p

2
z

A.F.

�
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Transforma
ja energii-p�edu

Przyk�ad

Rakieta le
 �a
a w kierunku Ziemi z pr �edkos
i �a v = 0:6 
 wystrzeliwuje w jej kierunku

wi �azk�e protonów o energii E = 100 GeV. Masa protonum = 1GeV=


2

.

Jak �a energi �e protonów zmierzy obserwator na Ziemi?

P�ed protonu w uk�adzie rakiety (z de�ni
ji masy niezmienni
zej):

p
 =

q

E

2

�m

2




4

= 99:9950GeV p
 � E = 100GeV

Wspó�
zynniki transforma
ji:

� = 0:6 
 =

1

q

1� �

2

= 1:25 �
 = 0:75

Energia w uk�adzie Ziemi:

E

0

= 
E+ �
p
 � (
 + �
)E = 2E = 200GeV

A.F.

�
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Masa niezmienni
za

Przyk�ad

Jaka jest masa 
z �astki, która poruszaj �a
 si �e z energi �a kinety
zn �a E

k

= 1:6 GeV

ma p�ed p = 2:4 GeV/
 ?

Z de�ni
ji masy niezmienni
zej dla pojedyn
zej 
z �astki:

m

2




4

= E

2

� p

2




2

Energi �e 
a�kowit �a wyra

�

zamy przez energi �e kinety
zn �a:

m

2




4

= (m


2

+ E

k

)

2

� p

2




2

m

2




4

= m

2




4

+2E

k

m


2

+ E

2

k

� p

2




2

Otrzymujemy:

m


2

=

p

2




2

� E

2

k

2E

k

=

(p
+E

k

)(p
� E

k

)

2E

k

=

4GeV � 0:8GeV

2 � 1:6GeV

= 1GeV

A.F.

�
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Dynamika relatywisty
zna

Uk�ad

´

srodka masy

Energia uk�adu 
z �astek: E =

P

i

E

i

P�ed uk�adu 
z �astek:

~

P =

P

i

~p

i

Masa niezmienni
za: M

Jak znale´z

´


 uk�ad

´

srodka masy

~

P

?

= 0 ?

Wiemy,

�

ze w CMS E

?

=M; P

?

� 0

Energia i p�ed wi �a

�

z �a si �e z E

?

i P

?

przez

transforma
je Lorentza:

) E = 
 M


 P = � 
 M

Otrzymujemy zwi �azki na wspól
zynniki

transforma
ji do uk�adu

´

srodka masy:

� =


 P

E


 =

E

M 


2

� 
 =

P

M 


obowi �azuj �a zarówno dla pojedy

´

n
zej


z �astki jak i dowolnego uk�adu 
z �astek

A.F.

�
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Dynamika relatywisty
zna

Przyk�ad

Z jak �a pr �edko

´

s
i �a porusza si �e elektron o energii E = 1GeV (m

e

� 0:5MeV )?


 =

1

q

1� �

2

=

E

m

= 2000 
 � 1

1� �

2

=

1




2

=

m

2

E

2

� 1

Wida

´


,

�

ze � � 1, poli
zmy wi�e
 ró

�

zni
 �e:

1 + � � 2 ) 1� � =

1� �

2

1+ �

�

1

2 


2

=

m

2

2 E

2

= 1:25 � 10

�7

P�ed elektronu:

p = �
m = �E � E E � p = (1� �)E � 10

�7

E

Energia kinety
zna:

E

k

= (
 � 1)m = E �m � E E � E

k

= m =

1




E = 5 � 10

�4

E

Przybli

�

zenie ultrarelatywisty
zne: 
 � 1, E � m) E � p
 � E

k

A.F.

�
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Zderzenia relatywisty
zne

W przypadku nierelatywisty
znym zderzenia dzielili

´

smy na:

� zderzenia elasty
zne

Za
howany p�ed i energia kinety
zna.

� zderzenia nieelasty
zne

Za
howany p�ed.

Energia kinety
zna zamieniana (
z�e

´

s
iowo) na inne formy energii (zazwy
zaj 
iep�o).

W przypadku relatywisty
znym energia 
a�kowita i p�ed s �a zawsze za
howane !

Musimy zmody�kowa

´


 klasy�ka
j �e zderze

´

n:

� Zderzenia elasty
zne 2! 2

Cz �astki po zderzeniu takie same jak 
z �astki zderzaj �a
e si �e.

W sz
zególno

´

s
i: m

0
1

= m

1

im

0
2

= m

2

np. e

+

e

�

! e

+

e

�

� Zderzenia nieelasty
zne

Gdy 
z �astki w stanie ko

´

n
owym s �a inne ni

�

z przed zderzeniem.

np. e

+

e

�

! �

+

�

�

A.F.

�
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Zderzenia relatywisty
zne

Rozpraszanie elasty
zne

Rozwa

�

zmy zderzenie �po
isku� o masiem

1

i energii E

1

z �tar
z �a� o masiem

2

.

V1 2V =0

1 2

1E
m m

Dla uk�adu dwó
h 
ia� mamy: (
 � 1)

E = E

1

+ E

2

= E

1

+m

2

P = P

1

=

q

E

2

1

�m

2
1

M

2

= E

2

� P

2

= (E

1

+m

2

)

2

� P

2

1

= m

2
1

+m

2
2

+2 E

1

m

2

Transforma
ja do uk�adu

´

srodka masy:

� =

P
E

=

q

E

2

1

�m

2
1

E

1

+m

2


 =

E

M

=

E

1

+m

2

q

2 E

1

m

2

+m

2
1

+m

2
2

�
 =

P

M

=

v
u
u
t

E

2

1

�m

2
1

2 E

1

m

2

+m

2
1

+m

2
2

A.F.

�
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Zderzenia relatywisty
zne

Rozpraszanie elasty
zne

P�ed obu 
ia� w uk�adzie

´

srodka masy:

p

?
1

= p

?
2

= �
 m

2

=

P

M

m

2

(p

?

)

2

=

(E

2

1

�m

2
1

)m

2
2

m

2
1

+m

2
2

+2 E

1

m

2

Energie w uk�adzie

´

srodka masy:

E

?

2

= 
 m

2

=

E

M

m

2

=

(E

1

+m

2

)m

2

q

2 E

1

m

2

+m

2
1

+m

2
2

E

?

1

= M �E

?

2

=

E

1

m

2

+m

2
1

q

2 E

1

m

2

+m

2
1

+m

2
2

Je

´

sli spe�niona ma by

´


 zasada za
howania

p�edu i zasada za
howania energii to tak jak

w przypadku klasy
znym:

p

?
1

= p

?
2

= p

0?

1

= p

0?

2

W uk�adzie

´

srodka masy warto

´

s
i p�edów

nie ulegaj �a zmianie.

Warunek: m

0
1

= m

1

im

0
2

= m

2

!!!

Rozpraszanie elasty
zne

A.F.
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Zderzenia relatywisty
zne

m

1

= m

2

Dla zderze

´

n 
z �astek o równej masie:

E = E

1

+m

P = P

1

=

q

E

2

1

�m

2

M

2

= E

2

� P

2

= 2 E

1

m + 2m

2

) wspó�
zynniki transforma
ji:


 =

s

E

1

+m

2m

� =

s

E

1

�m

E

1

+m

� 
 =

s

E

1

�m

2m

Energia i p�ed obu 
ia� w uk�adzie

´

srodka masy:

(z transforma
ji Lorenza dla spo
zywaj �a
ego 
ia�a)

p

?

= 
 � m

E

?

= 
 m

(p

?

)

2

=

1
2

m (E

1

�m)

(E

?

)

2

=

1
2

m (E

1

+m)

Θ∗
p*

1

p*
2

x

y

A.F.
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Zderzenia relatywisty
zne

m

1

= m

2

W uk�adzie

´

srodka masy rozproszenie

opisuje k �at �

?

:

Θ∗
p*

1
p1

Θ1

p2

Θ2

x

y

p

?
1;x

= 
 � m 
os �

?

p

?
1;y

= 
 � m sin �

?

E

?

1

= 
 m

Transforma
ja do uk�adu laboratoryjnego:

p

1;x

= 
 p

?
1;x

+ 
 � E

?

1

= 


2

� m (1 + 
os �

?

)

p

1;y

= 
 � m sin �

?




2

� m =

1
2

P

Mo

�

zliwe warto

´

s
i p

1;x

i p

1;y

spe�niaj �a:




2

p

2
1;y

+

�

p

1;x

�

P

2

�

2

=

�

P

2

�

2

) elipsa

transforma
ja Lorenza �sp�asz
za� rozk�ad

p�edów wzd�u

�

z kierunku ru
hu po
isku.

A.F.
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Zderzenia relatywisty
zne

m

1

= m

2

K �aty rozproszenia mierzone w LAB:

tan �

1

=

sin �

?


(1 + 
os �

?

)

tan �

2

=

sin �

?


(1� 
os �

?

)

K �at pomi�edzy 
z �astkami:

tan(�

1

+ �

2

) =

2


sin �

?

(


2

� 1)

!

2


 sin �

?

! 0 dla 
 !1

Dla rozproszenia z �

?

=

�
2

tan � =

1




< 1

Θ∗ Θ

Θ2

1
p*

p

p

1

2

1

�

1

+ �

2

<

�

2

W grani
y ultrarelatywisty
znej rozproszenie za
hodzi pod bardzo ma�ymi k �atami

A.F.

�
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Zderzenia relatywisty
zne

Przyk�ad

Elektron o energii E = 10 GeV rozprasza si �e elasty
znie na spo
zywaj �a
ym elektronie

(m

e

= 0:5 MeV). Jaki k �at rozproszenia zostanie zmierzony w uk�adzie laboratoryjnym

je

´

sli w CMS rozproszenie nastapi�o pod k �atem prostym?

Masa niezmienni
za uk�adu

M =

q

2 E m + 2m

2

�

p

2 E m = 100MeV

Wspó�
zynnik transforma
ji:


 =

E+m

M

�

E

M

= 100 � � 1 1� � � 5 � 10

�5

Energia i p�ed w CMS:

E

?

= 
m = 50MeV p

?

� E

?

Transforma
ja do LAB: (p

?
x

= 0, p

?
y

= p

?

)

p

x

= �
E

?

+ 
p

?
x

� 
E

?

p

y

= p

?
y

� E

?

tan � =

p

y

p

x

=

1




= 0:01 � � 0:6

Æ

A.F.
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Zderzenia relatywisty
zne

m

1

� E

1

� m

2

Rozwa

�

zmy zderzenie elasty
zne z 
i �e

�

zk �a

�tar
z �a� lekkiego �po
isku� (m

1

� m

2

)

o wysokiej energii (E

1

� m

2

)

V1 2V =0

1 2

1E
m m

Sytua
ja z jak �a 
z�esto mamy do


zynienia w zderzenia
h �zyki 
z �astek

(rozpraszanie elektonów, mionów lub

neutrin na tar
za
h j �adrowy
h).

Pomijaj �a
 wyrazy zm

1

mamy:

E = E

1

+m

2

P =

q

E

2

1

�m

2
1

� E

1

M

2

= m

2
1

+m

2
2

+2 E

1

m

2

� 2 E

1

m

2

+m

2
2

A.F.

�
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Zderzenia relatywisty
zne

m

1

� E

1

� m

2

Wspó�
zynniki transforma
ji do uk�adu

´

srodka masy: (m

1

! 0)


 =

E

1

+m

2

q

2E

1

m

2

+m

2
2

� =

E

1

E

1

+m

2

� 
 =

E

1

q

2E

1

m

2

+m

2
2

) p

?

= � 
 m

2

=

E

1

m

2

q

2E

1

m

2

+m

2
2

Transforma
ja rozproszonego po
isku do

uk�adu laboratoryjnego:

p

1;x

= 
 p

?
1;x

+ 
 � E

?

1

= 
 p

?

(�+ 
os �

?

)

p

1;y

= p

?

sin �

?

Mo

�

zliwe warto

´

s
i p

1;x

i p

1;y

spe�niaj �a:

�


 p

1;y

�

2

+

�

p

1;x

� 
 � p

?

�

2

=

�


p

?

�

2

) elipsa

W grani
y � ! 1 (E

1

� m

2

) po
isk

rozprasza si �e zawsze ``do przodu� !

(p

1;x

� 0)
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Zderzenia elasty
zne

Nierelatywisty
zne

W grani
y m

1

� m

2

tar
za prze-

jmuje bardzo niewielk �a 
z�e

´

s

´


 en-

ergii po
isku.

Rozproszony po
isk ma prak-

ty
znie niezmienion �a energi �e i

warto

´

s

´


 p�edu.

2V =01V

V’1

CMV

Rysunek dlam

2

= 10m

1

Relatywisty
zne

Nawet dla m

1

� m

2

, je

´

sli E

1

� m

2

po
isk mo

�

ze

przekaza

´


 tar
zy zna
zn �a 
z�e

´

s

´


 swojej energii.

Θ∗
Θ1

Θ2

p2

p1p*
1

x

y

Rysunek dla E

1

= 3m

2

, m

1

= 0.

Dla E

1

� m

2

nawet bardzo lekka sonda mo

�

ze

�wybi

´


� 
z �astk�e tar
zy...
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Zderzenia relatywisty
zne

Przyk�ad

Elektron o energii E

e

= 50 GeV rozprasza si �e na spo
zywaj �a
ym protonie

(m

p

= 1 GeV). Jaka jest maksymalna energia jak �a mo

�

ze uzyska

´


 proton?

Masa niezmienni
za uk�adu

M =

q

2 E

e

m

p

+ m

2
p

�

q

2 E

e

m

p

= 10GeV 10:05GeV

Wspó�
zynnik transforma
ji:


 =

E

e

+m

p

M

= 5:1 5:075 �
 =

p

e

M

= 5 4:975

Energia i p�ed protonu w CMS:

E

?

p

= 
m

p

= 5:1 GeV p

?

= �
m = 5 GeV

Transforma
ja do LAB: (maksymalna energia gdy p

?
x

= p

?

)

E

0

= 
E

?

+ �
p

?
x

= 


2

m

p

+ �

2




2

m

p

� 51 GeV 50:50 GeV
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Egzamin

Przyk�adowe pytania testowe:

1. W ru
hu pod wp�ywem sta�ej si�y, w przypadku relatywisty
znym

A energia jest sta�a B po
hodna p�edu jest sta�a C przyspieszenie jest sta�e

D pr�edko

´

s

´


 jest sta�a

2. Relatywisty
zny zwi �azek mi�edzy mas �a i energi �a kinety
zn �a to

A E

k

= m


2


(1� �) B E

k

= m


2

(
 � 1) C E

k

= m


2

�
 D E

k

= m


2




3. Cz �astka o masiem = 3 GeV=


2

ma energi �e kinety
zn �a E

k

= 2 GeV . Pr�edko

´

s

´


 tej 
z �astki wynosi

A 0:9
 B 0:8
 C 0:2
 D 0:6


4. W przypadku relatywisty
znym pr�edko

´

s

´


 uk�adu

´

srodka masy � mo

�

zemy wyrazi

´


 jako (
 = 1)

A

P
E

B

P

M

C

E

M

D

E
P

5. W zderzeniu elasty
znym 
z �astki poruszaj �a
ej si �e z v � 
 ze spo
zywaj �a
 �a tar
z �a o takiej samej

masie suma k �atów rozproszenia jest

A wi�eksza ni

�

z

�
2

B dowolna C mniejsza ni

�

z

�
4

D mniejsza ni

�

z

�
2
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