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Paczka falowa 1

Funkcje falowa czastki swobodnej mozemy zawsze przedstawi¢ jako
superpozycje stanéw o ciaglym rozktadzie wektora falowego (k = 7):

+00
1 o
Y(x, t) = Jom /Sﬁ(k)e'(kx Y dk

Rozktad w “przestrzeni pedéw” (wektora falowego) ¢ (k) jest zwigzany z
rozktadem przestrzennym v(x, t) poprzez transformate Fouriera:

+oo
_ i X —ikx Ix
o = g [ nea

Wybér chwili czasu t wptywa tylko na faze (k)
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Paczka falowa =L

Czastke swobodng przedstawiamy jako superpozycje fal harmonicznych:

V(Rt) = AeFTet) 3D

Vi(x,t) = Aelkx=@  jednowymiarowa

Funkcje te nie s3 unormowane (A nie jest dobrze zdefiniowane!) ale sa
ortogonalne. Dlatego mozemy je wykorzystywa¢ jako funkcje bazowe.
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Paczka falowa =

Czastke swobodng przedstawiamy jako superpozycje fal harmonicznych:

V(Rt) = AeFTet) 3D

Vi(x,t) = Aelkx=@  jednowymiarowa

Funkcje te nie s3 unormowane (A nie jest dobrze zdefiniowane!) ale sa
ortogonalne. Dlatego mozemy je wykorzystywa¢ jako funkcje bazowe.
W przypadku jednowymiarowym:

“+o00o

/w;(x, DWW (x,t)dx = 27|A]? 6(k — k')
gdzie: §(x) - tzw. funkcja delta Diraca. Dla dowolnej funkgji f(x)
+o00
/ dx f(x) 0(x —x0) = f(x0)

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 7 5/31



Interpretacja probabilistyczna =

Gestos¢ prawdopodobnienstwa znalezienia czastki w danym miejscu
(i w danej chwili czasu) dana jest przez kwadrat amplitudy funkcji falowe;:

p(rit) = V(R e = Wi (7t) V(7 t)
Dla jednowymiarowej funkcji falowe;:

p(x,t) = [W(x, t)‘z = W*(Xa t) V(x,t)
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Interpretacja probabilistyczna 1

Gestos¢ prawdopodobnienstwa znalezienia czastki w danym miejscu
(i w danej chwili czasu) dana jest przez kwadrat amplitudy funkcji falowe;:

p(rit) = V(R e = Wi (7t) V(7 t)
Dla jednowymiarowej funkcji falowe;:

p(x,t) = [W(x, t)‘z = W*(X’ t) V(x,t)

Gestos¢ prawdopodobienstwa p(x, t) ma wszelkie wtasnosci “klasycznych”
rozktadéw prawdopodobiefstwal (np. btedéw pomiarowych)

Warunek normalizacji:

400
/]W(X,t)\2 dx =1
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Pomiar potozenia S

Mozliwe wyniki

Jesli mamy czastke (stan) opisana paczka falowa W (x, t),

w chwili t dokonujemy pomiaru potozenia czastki x.

Zaktadamy, ze btedy pomiarowe s3a pomijalne.

W wyniku pomiaru mozemy otrzymac¢ tylko taka wartos¢ x, dla ktére;j

p(x,t) > 0
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Pomiar potozenia =l

Mozliwe wyniki

Jesli mamy czastke (stan) opisana paczka falowa W (x, t),

w chwili t dokonujemy pomiaru potozenia czastki x.

Zaktadamy, ze btedy pomiarowe s3a pomijalne.

W wyniku pomiaru mozemy otrzymac¢ tylko taka wartos¢ x, dla ktére;j

p(x,t) > 0

Warto$¢ oczekiwana
Wartoscia oczekiwang pomiaru nazywamy wartos¢ Srednia mierzonej
wielkosci wynikajaca z rozktadu prawdpodobienstwa p(x, t):

+oo —+00

(x) = / x p(x, t) dx = / W (x, t) x U(x, t) dx

—00 —00

wartos¢ srednia nie musi byé wartoscig najbardziej prawdopodobna
(odpowiadajaca maksimum p(x, t)) !
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Pomiar potozenia 1

Funkcje potozenia

W podobny sposéb mozemy wyrazi¢ oczekiwany wynik pomiaru dowolnej
wielkosci zaleznej od potfozenia f = f(x):

+oo +oo
(fy = / f(x) p(x,t) dx = / U*(x, t) f(x) V(x,t) dx

Przykladowo, wariancja rozktadu potozenia:

+oo
Var(x) = o2 = <(x—<x>)2> - / W (x, 1) (x — (x))% W(x, t) dx

o jest tu odchyleniem standardowym pomiaru pofozenia

A.F.Zarnecki
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Pomiar pedu

Aby wyznaczaé oczekiwane wartosci innych wielkosci fizycznych
powinnismy zna¢ ich rozktady gestosci prawdopodobienstwa.

Rozktad pedu

Znajac posta¢ paczki falowej czastki swobodnej W(x, t) mozemy wyznaczy¢
rozktad wektora falowego:

+oo
o) = =[x e
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Pomiar pedu =l

Aby wyznaczaé oczekiwane wartosci innych wielkosci fizycznych
powinnismy zna¢ ich rozktady gestosci prawdopodobienstwa.

Rozktad pedu
Znajac posta¢ paczki falowej czastki swobodnej W(x, t) mozemy wyznaczy¢
rozktad wektora falowego:

+o00
o) = =[x e

Oczekiwana warto$¢ pedu
Mozemy wiec wyznaczy¢ réwniez wartos¢ oczekiwana:

—+00

(b) = (k) = / (k) I k (k) dk

—00
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Pomiar pedu =l

Aby wyznaczaé oczekiwane wartosci innych wielkosci fizycznych
powinnismy zna¢ ich rozktady gestosci prawdopodobienstwa.

Rozktad pedu
Znajac posta¢ paczki falowej czastki swobodnej W(x, t) mozemy wyznaczy¢
rozktad wektora falowego:

+o00
o) = =[x e

Oczekiwana warto$¢ pedu
Mozemy wiec wyznaczy¢ réwniez wartos¢ oczekiwana:

—+00

(b) = (k) = / (k) I k (k) dk

—00

Czy mozemy wyznaczy¢ (p) bezposrednio z W(x, t) 7
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Pomiar pedu =l

Oczekiwana warto$¢ pedu

Wstawiajac wyrazenie na ¢(k) do wzoru na warto$¢ oczekiwana:
wszystkie catki od —oo do 400

() = [ dk (k) bk o(k)
1 - .
= 2/dk/dx’ W (x', t)e™ hk /dx W(x, t)e *
7T .
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Pomiar pedu e

Oczekiwana warto$¢ pedu
Wstawiajac wyrazenie na ¢(k) do wzoru na warto$¢ oczekiwana:
wszystkie catki od —oo do 400

(o) = / dk " (k) Ik (k)
= 27T dk/dx w*(x', t)e®™ nk /dx W(x, t)e *

Czynnik ik mozemy wciggna¢ pod ostatnia catke i wykorzysta¢ wzér na
catkowanie przez czesci: k e~ikx = %(ie*’kx)

. . —+00
/dx W(x, t) hk e * = [w(x, t) ihe"kx} :h/dx glll(x t) ek
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Pomiar pedu =

Oczekiwana warto$¢ pedu
Wstawiajac wyrazenie na ¢(k) do wzoru na warto$¢ oczekiwana:
wszystkie catki od —oo do 400

() = [ dk (k) bk o(k)
1 L .
5 | 9k / dx’ W (x', t)e™ hk / dx W(x, t)e *
i .

Czynnik ik mozemy wciggna¢ pod ostatnia catke i wykorzysta¢ wzér na
catkowanie przez czesci: k e~ikx = %(ie*’kx)

, . “+o0o .
/dx W(x, t) hk e * = [w(x, t) ihe"kx} - ih/dx O (x, 1) e

—00 8x

przy czym pierwszy czton znika, bo funkcja falowa powinna znika¢ w 400
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Pomiar pedu el

Oczekiwana warto$¢ pedu
Otrzymujemy wzér na warto$¢ oczekiwana:

_ i TS TV ikx’/ Eé —ikx
(py = 27T/dk/dx\li(x,t)e dx_alll(x,t)e

I X
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Pomiar pedu =l

Oczekiwana warto$¢ pedu
Otrzymujemy wzér na warto$¢ oczekiwana:

_ i TS TV ikx’/ Eé —ikx
(py = 27T/dk/dx\li(x,t)e dx_alll(x,t)e

I X

Po zamianie kolejnosci catkowania:

_ i T TV / E 2 / ik(x"—x)
(p) = 27T/dx U*(x',t) [ dx : aX\IJ(X, t) [ dke
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Pomiar pedu =

Oczekiwana warto$¢ pedu
Otrzymujemy wzér na warto$¢ oczekiwana:

_ i TS TV ikx’/ Eé —ikx
(py = 27T/dk/dx\li(x,t)e dx_a\ll(x,t)e

1 X

Po zamianie kolejnosci catkowania:
_ i T TV / E 2 / ik(x"—x)
(p) = 27T/dx U*(x',t) [ dx : aX\IJ(X, t) [ dke

Catka po dk daje nam delte Diraca:

(p) = /dx' V*(x') t) /dx E glll(x, t) 6(x" — x)

i X
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Pomiar pedu

Oczekiwana warto$¢ pedu
Otrzymujemy wzér na warto$¢ oczekiwana:

h O
* 7 —ikx
/dk/dx W*(x', t) /dx : aX\Il(x t) e

Po zamianie koIeJnosu catkowania:

i T TV / Eﬁ / ik(x"—x)
7T/dxlll(x,t) dXi@x x,t) | dke

Catka po dk daje nam delte Diraca:

(p) = /dx' V*(x') t) /dx E glll(x, t) 6(x" — x)

i X

Co ostatecznie prowadzi do: (po wycatkowaniu po dx’)

(p) = /dx V*(x, t) 7;}( V(x,t)
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Pomiar pedu e

Oczekiwana wartos¢ pedu
Otrzymalismy wzér:

(p) = /dx U*(x, t) 7;}( V(x,t)

ktory okresla oczekiwang wartos¢ pedu dla dowolnej paczki falowej.

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 7



Pomiar pedu 1

Oczekiwana wartos¢ pedu
Otrzymalismy wzér:

(p)

/ o U (x, 1) ; W(x, )
I OX

ktory okresla oczekiwang wartos¢ pedu dla dowolnej paczki falowej.

Wzér ten mozna tez “zgadna¢” zauwazajac, ze dla fali harmonicznej:

h h : h .

fgwk — ii Ael(kxfwt) = = ik Ael(kxfwt) — hk wk
i Ox i Ox i
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Pomiar pedu 1

Oczekiwana wartos¢ pedu
Otrzymalismy wzér:

(p)

/ o U (x, 1) ; W(x, )
I OX

ktory okresla oczekiwang wartos¢ pedu dla dowolnej paczki falowej.

Wzér ten mozna tez “zgadna¢” zauwazajac, ze dla fali harmonicznej:

h@w h o

v _ i(kx—wt)
iox K i Ox Ae

I .
= Zik Ae’(wt) — ppow,
1

czyli dziatanie %d% “wyciaga” ped z funkgji falowej W

Uwaga: to dziata tylko dla fal o okreslonym pedzie, wiecej za chwile...
A.F.Zarnecki
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Pomiar energii

Varsgy s

Stan stacjonarny

Stan ktérego rozkfad gestosci prawdopodobienstwa nie zmienia sie w czasie
musi mie¢ ustalona energie. Mozemy zapisa¢ jako:

Ve(x,t) = t(x) e it

A.F.Zarnecki

Podstawy fizyki kwantowe;j...
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Pomiar energii S

Stan stacjonarny

Stan ktérego rozkfad gestosci prawdopodobienstwa nie zmienia sie w czasie
musi mie¢ ustalona energie. Mozemy zapisa¢ jako:

Ve(x,t) = t(x) e it

Podobnie jak w przypadku fal harmonicznych, dziatanie iha—at “wycigga”
energie z funkgji falowej stanu stacjonarnego

., 0
lha\U(X, t) = EV(x,t)
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Pomiar energii 1

Stan stacjonarny
Stan ktérego rozkfad gestosci prawdopodobienstwa nie zmienia sie w czasie
musi mie¢ ustalona energie. Mozemy zapisa¢ jako:

Ve(x,t) = t(x) e it

Podobnie jak w przypadku fal harmonicznych, dziatanie iha—at “wycigga”
energie z funkgji falowej stanu stacjonarnego

., 0
lhall!(x, t) = EV(x,t)

Oczekiwana wartos¢ energii
Dowolna funkcje falowa mozemy przedstawi¢ jako superpozycje
(ortogonalnych) stanéw stacjonarnych. Prowadzi to do zaleznosci:

(E) = /dx VU*(x, t) ih% V(x, t)
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Wyktad 7

Vs

© Operatory
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Wartosci oczekiwane

Dla réznych wielkosci fizycznych, ktére mozemy chcie¢ zmierzyé w
doswiadczeniu otrzymalis$my bardzo podobne wyrazenia na wartosci
oczekiwane:

(x) = /dx\lf*(x,t) x  V(x,t)

(p) = /dx VU*(x, t) ?% V(x,t)

(E)y = /dx U*(x, t) iﬁ% V(x,t)
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Opeoy ]

Wartosci oczekiwane
Dla réznych wielkosci fizycznych, ktére mozemy chcie¢ zmierzyé w

doswiadczeniu otrzymalis$my bardzo podobne wyrazenia na wartosci
oczekiwane:

(x) = /dx\lf*(x,t) x  V(x,t)

B = [awian

(E)y = /dx U*(x, t) iﬁ% V(x,t)

V(x,t)

W ogélnym przypadku obserwabli O:
(0) = /dx W (x, 1) O W(x, )

gdzie O nazywamy operatorem obserwabli O

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 7



O p e ra tO I’y Vs

Operatory
Mozemy wiec zdefiniowaé operatory:

PN

obserwabla O operator O
potozenie X X
h o
d i
Pe p i Ox
ia catkowit E (h—
energia catkowita ihas

Aby uzyskaé¢ informacje o rozktadzie danej zmiennej w okreslonym stanie W
dziatamy na ten stan odpowiednim operatorem

Wyktad 7 16 / 31
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O p e ra tO I’y Vs

Operatory
Mozemy wiec zdefiniowaé operatory:

PN

obserwabla O operator O
potozenie X X
h O
d i
Pe p i Ox
ia catkowit E (h—
energia catkowita ihas
2 2 92
. p he 0
kinet Eiin = — S
energia kinetyczna kin = 5 29X

Aby uzyskaé¢ informacje o rozktadzie danej zmiennej w okreslonym stanie W
dziatamy na ten stan odpowiednim operatorem
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Operatory o

Zapis symboliczny

Stan opisany funkcja falowa W(x, t) zapisujemy symbolicznie jako |¥)
Operator O w dziataniu na ten stan: O |W)

Stan sprzezony (odpowiadajacy funkcji W*(x, t)): (V|

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 7 17 / 31



Operatory Vi e

Zapis symboliczny

Stan opisany funkcja falowa W(x, t) zapisujemy symbolicznie jako |¥)
Operator O w dziataniu na ten stan: O |W)

Stan sprzezony (odpowiadajacy funkcji W*(x, t)): (V|

Wartoéé oczekiwana dla O:

(0) = /dx Vi(x,t) O V(x,t) = (W|Ow)

gdzie ztozenie stanéw typu (| i | ) oznacza catkowanie
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Operatory Vi

Zapis symboliczny

Stan opisany funkcja falowa W(x, t) zapisujemy symbolicznie jako |¥)
Operator O w dziataniu na ten stan: O |W)

Stan sprzezony (odpowiadajacy funkcji W*(x, t)): (V|

Wartos¢ oczekiwana dla O:
(0) = /dx W (x,t) O W(x,t) = (V|O[v)
gdzie ztozenie stanéw typu (| i | ) oznacza catkowanie
W ogélnym przypadku:
(Vo) = /dx V*(x,t) O V' (x, t)
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Operatory Vi

Zapis symboliczny

Stan opisany funkcja falowa W(x, t) zapisujemy symbolicznie jako |¥)
Operator O w dziataniu na ten stan: O |W)

Stan sprzezony (odpowiadajacy funkcji W*(x, t)): (V|

Wartos¢ oczekiwana dla O:
(0) = /dx W (x,t) O W(x,t) = (V|O[v)
gdzie ztozenie stanéw typu (| i | ) oznacza catkowanie
W ogélnym przypadku:
(Vo) = /dx V*(x,t) O V' (x, t)

Warunek normalizacji funkgji falowej mozna zapisac¢ jako:
(V) =1
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Opeoy |

Wiy s

W ogélnym przypadku, w wyniku dziatania operatora O na stan W)
otrzymamy inny (i nie koniecznie unormowany) stan.

Stany wiasne
Jesli wynik dziatania operatora o - liczba rzeczywista

OW) = ofw)

to stan |W) nazywamy stanem wtasnym operatora O,
zas wartos¢ o - wartoscia wtasng operatora.

A.F.Zarnecki
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Operatory Vi

W ogélnym przypadku, w wyniku dziatania operatora O na stan W)
otrzymamy inny (i nie koniecznie unormowany) stan.

Stany wiasne
Jesli wynik dziatania operatora o - liczba rzeczywista

Ov) = olw)

A

to stan |W) nazywamy stanem wtasnym operatora O,
zas wartos¢ o - wartoscia wtasng operatora.

Przyktad

Fale harmoniczne s3 stanami wtasnymi operatora pedu:
plVi) = hk|V)
Stany stacjonarne s3 stanami wtasnymi energii:

EWg) = hwl|Vg)

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 7



Operatory Vi

Stany wiasne

Sa “kluczem” do rozwigzywania zagadnien mechaniki kwantowej

Jesli w jakims$ zagadnieniu wartos¢ O jest zachowana
to stan uktadu mozna przedstawi¢ jako superpozycje stanéw wtasnych O

v) = YA

Stany wtasne o réznych wartosciach wtasnych s3 ortogonalne.
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Operatory Vi

Stany wiasne
Sa “kluczem” do rozwigzywania zagadnien mechaniki kwantowej

Jesli w jakims$ zagadnieniu wartos¢ O jest zachowana
to stan uktadu mozna przedstawi¢ jako superpozycje stanéw wtasnych O

W) = D AV,)
i
Stany wtasne o réznych wartosciach wtasnych s3 ortogonalne.

Jesli dokonujemy pomiaru obserwabli O to uzyska¢ mozemy
wytacznie wyniki odpowiadajace wartosciom wtasnym operatora O.
Prawdopodobienstwo zmierzenia wartosci o;:

plor) = |AI?

Jest to uogdlnienie wtasnosci oméwionych poprzednio dla pomiaru energii.
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Wyktad 7

Vs

© Rownanie Schrédingera
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Réwnanie Schrodingera =

Chcialibysmy znalez¢é metode wyznaczania funkgji falowej w réznych
zagadnieniach. Historycznie gtéwnym problemem do rozwigzania byty
widma atomowe, czyli problem ruchu elektronu w polu jadra.

Jakie réwnanie powinna spetnia¢ funkcja falowa?
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Réwnanie Schrodingera =

Chcialibysmy znalez¢é metode wyznaczania funkgji falowej w réznych
zagadnieniach. Historycznie gtéwnym problemem do rozwigzania byty
widma atomowe, czyli problem ruchu elektronu w polu jadra.

Jakie réwnanie powinna spetnia¢ funkcja falowa?

Zatozenia

@ réwnanie powinno byé¢ zgodne z postulatami de Broiglie'a
h E
A= — V= —
p h
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Réwnanie Schrodingera =

Chcialibysmy znalez¢é metode wyznaczania funkgji falowej w réznych
zagadnieniach. Historycznie gtéwnym problemem do rozwigzania byty
widma atomowe, czyli problem ruchu elektronu w polu jadra.

Jakie réwnanie powinna spetnia¢ funkcja falowa?
Zatozenia
@ réwnanie powinno by¢ zgodne z postulatami de Broiglie'a

p=rhk E=hw
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Réwnanie Schrodingera =

Chcialibysmy znalez¢é metode wyznaczania funkgji falowej w réznych
zagadnieniach. Historycznie gtéwnym problemem do rozwigzania byty
widma atomowe, czyli problem ruchu elektronu w polu jadra.

Jakie réwnanie powinna spetnia¢ funkcja falowa?
Zatozenia
@ réwnanie powinno by¢ zgodne z postulatami de Broiglie'a
p = hk E =hw

@ réwnanie powinno by¢ liniowe w W
superpozycja rozwigzan powinna réwniez by¢ dobrym rozwigzaniem
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Réwnanie Schrodingera ,

Chcialibysmy znalez¢é metode wyznaczania funkgji falowej w réznych
zagadnieniach. Historycznie gtéwnym problemem do rozwigzania byty
widma atomowe, czyli problem ruchu elektronu w polu jadra.

Jakie réwnanie powinna spetnia¢ funkcja falowa?
Zatozenia
@ réwnanie powinno by¢ zgodne z postulatami de Broiglie'a
p = hk E =hw
@ réwnanie powinno by¢ liniowe w W
superpozycja rozwigzan powinna réwniez by¢ dobrym rozwigzaniem
@ réwnanie powinno by¢ zgodne z klasycznym wyrazeniem na energie
p?

E = —+V
om T V()
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Réwnanie Schrodingera =

Energia potencjalna

Przyjmujemy, ze czastka porusza sie w jednowymiarowym potencjale V/(x).
Energia potencjalna czastki zalezy tylko od potozenia x.
Tak jak dla dowolnej funkgji potozenia:

“+oo

/ dx V*(x, t) V(x) V(x,t)

—00

V)

A.F.Zarnecki

Podstawy fizyki kwantowe;j...
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Réwnanie Schrodingera Y

Energia potencjalna

Przyjmujemy, ze czastka porusza sie w jednowymiarowym potencjale V/(x)
Energia potencjalna czastki zalezy tylko od potozenia x.
Tak jak dla dowolnej funkgji potozenia:

“+oo

(V) = / dx V*(x, t) V(x) V(x,t)
Mozemy wiec przyjac, ze operator energii potencjalne;
V = V()

A.F.Zarnecki

Podstawy fizyki kwantowe;j...
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Réwnanie Schrodingera 1

Energia potencjalna

Przyjmujemy, ze czastka porusza sie w jednowymiarowym potencjale V/(x).
Energia potencjalna czastki zalezy tylko od potozenia x.

Tak jak dla dowolnej funkcji potozenia:

+o00
(V) = / dx V*(x, t) V(x) V(x,t)
—00
Mozemy wiec przyjac, ze operator energii potencjalne;
V = V()

Operator Hamiltona  Hamiltonian
Suma energii kinetycznej i potencjalnej:

A = Eg + V
h? 02

goo v
2m 0x2 + V(4

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 7



Réwnanie Schrodingera Y

Wiy s

Energia catkowita

Zalezne od czasu réwnanie Schrédingera otrzymujemy przyjmujac, ze
dozwolony stan uktadu powinien spetnia¢ klasyczng zaleznos¢

E = Ek,',,—i-V(x)

A.F.Zarnecki

Podstawy fizyki kwantowej... Wyktad 7 23 /31



Réwnanie Schrodingera =L

Energia catkowita
Zalezne od czasu réwnanie Schrédingera otrzymujemy przyjmujac, ze
dozwolony stan uktadu powinien spetnia¢ klasyczng zaleznos¢

E = Ek,',,—i-V(x)

Oznacza to, ze odpowiednie operatory powinny tak samo dziata¢ na |V):

Alw) = (Ek,-n + \“/) vy = E|v)
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Réwnanie Schrodingera 1

Energia catkowita
Zalezne od czasu réwnanie Schrédingera otrzymujemy przyjmujac, ze
dozwolony stan uktadu powinien spetnia¢ klasyczng zaleznos¢

E = Eun+ V(x)
Oznacza to, ze odpowiednie operatory powinny tak samo dziata¢ na |V):
Alw) = (Ek,-n + \“/) vy = E|v)

Podstawiajac postaci poszczegélnych operatoréw dostajemy:

h? 02 0
———— V) +V V) = ih— |V
S ) V) W) = i W)

Zalezne od czasu réwnanie Schrodingera  |V) = W(x,t)

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 7 23 /31



Réwnanie Schrodingera z

Czastka swobodna
Dla czastki swobodnej otrzymujemy  (przyjmujac V(x) = 0)

h? 2

0
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Réwnanie Schrodingera Y

Winsyy s

Czastka swobodna

Dla czastki swobodnej otrzymujemy  (przyjmujac V(x) = 0)

h? 02 o,
Réwnanie to jest spetnione dla fali harmoniczne;j
\Uk(X, t) — Ae i(k x—w t)
jesli
h? 5
_ﬂ(k) Wk(X, t) = ih (—iW) Wk(X, t)

A.F.Zarnecki

Podstawy fizyki kwantowe;j...
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Réwnanie Schrodingera R

Czastka swobodna
Dla czastki swobodnej otrzymujemy  (przyjmujac V(x) = 0)

h? 2

0

Réwnanie to jest spetnione dla fali harmoniczne;j

Vi(x,t) = Aelllxwt)

jesli
h? 5
_ﬂ(k) Wk(X,t) = ih(—iW)Wk(X,t)
czyli
h?k?
20— hw
2m
P g
2m czastka nierelatywistyczna
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Réwnanie Schrodingera z

Czastka swobodna
Dla czastki swobodnej otrzymujemy  (przyjmujac V(x) = 0)

h2 82

.0

ot

Réwnanie to jest spetnione dla fali harmonicznej
\Uk(X, t) — Ae i(k x—w t)

przyjmujac zwiazek dyspersyjny

w(k) =

Dowolna superpozycja fal harmonicznych jest takze rozwigzaniem
réwnania Schrodingera (na mocy liniowosci réwnania)
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Réwnanie Schrodingera !

Zalezne od czasu réwnanie Schrodingera  w 3-D

LN vl wr ) = inl w(z )
2m S ot ’ J
82 62 82

+ o+

Operator Laplace’a (laplasjan): A = o "oy T 922

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 7



Réwnanie Schrodingera =

Zalezne od czasu réwnanie Schrodingera  w 3-D

0
V(r, = ih— V(r,
(71) = iho V(7 2)

82 62 82
=2 oy a2

[ a v

Operator Laplace’a (laplasjan): A

Jest to réwnanie rézniczkowe, ktére pozwala nam policzy¢ ewolucje
dowolnej paczki falowej w czasie.

Pod warunkiem, ze wyjsciowa funkcja falowa W(7,t = tg) jest ciagta
(wraz z pochodng) i ograniczona do obszaru skonczonych wartosci V/(x)

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 7 26 / 31



Réwnanie Schrodingera z

Zalezne od czasu réwnanie Schrodingera  w 3-D

A vl = il
2m L ot 7
82 62 82

Operator Laplace’a (laplasjan): A + =+

T Ox2 T 9y? ' 922
Jest to réwnanie rézniczkowe, ktére pozwala nam policzy¢ ewolucje

dowolnej paczki falowej w czasie.

Pod warunkiem, ze wyjsciowa funkcja falowa W(7,t = tg) jest ciagta
(wraz z pochodng) i ograniczona do obszaru skonczonych wartosci V/(x)

Ale nie jest zbyt uzyteczne do szukania rozwiazan...
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Réwnanie Schrodingera L

Stany stacjonarne
Jesli szukamy rozwigzania w postaci stanu stacjonarnego

Ve(ot) = o(x)e ikt
korzystamy z faktu, ze stany stacjonarne s stanami wiasnymi £

EVve = Ewg

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 7



Réwnanie Schrodingera

Varsgy s

Stany stacjonarne

Jesli szukamy rozwigzania w postaci stanu stacjonarnego
Ve(x,t) = 9(x) e it
korzystamy z faktu, ze stany stacjonarne s stanami wiasnymi £
Eveg = Eve

Nasze réwnanie przyjmuje teraz postac

AN = (B + V)¥) = E|V)

A.F.Zarnecki

Podstawy fizyki kwantowe;j...
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Réwnanie Schrodingera =

Stany stacjonarne
Jesli szukamy rozwigzania w postaci stanu stacjonarnego

We(xt) = w(x) e

korzystamy z faktu, ze stany stacjonarne s stanami wiasnymi £

Eveg = Eve
Nasze réwnanie przyjmuje teraz postac
AN = (B + V)¥) = E|V)
Podstawiajac postaci poszczegdlnych operatoréw dostajemy:
h? 92

555 V) HV(X) [V) = E[V)

Niezalezne od czasu réwnanie Schrddingera
A.F.Zarnecki

Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 7 27 /31



Réwnanie Schrodingera Y

Wiy s

Réwnanie niezalezne od czasu

Dla stanéw stacjonarnych mozemy wyeliminowa¢ zaleznos¢ od czasu.
Otrzymujemy réwnanie opisujace rozktad przestrzenny paczki falowej:

[_jm;xz V0| v = £l

A.F.Zarnecki

Podstawy fizyki kwantowe;j...
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Réwnanie Schrodingera =L

Réwnanie niezalezne od czasu

Dla stanéw stacjonarnych mozemy wyeliminowa¢ zaleznos¢ od czasu.
Otrzymujemy réwnanie opisujace rozktad przestrzenny paczki falowej:

[_jm;xz V0| v = £l

Dla problemu tréjwymiarowego:

A v = £

A.F.Zarnecki

Podstawy fizyki kwantowe;j...
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Réwnanie Schrodingera

Varsgy s

Réwnanie niezalezne od czasu

Dla stanéw stacjonarnych mozemy wyeliminowa¢ zaleznos¢ od czasu.
Otrzymujemy réwnanie opisujace rozktad przestrzenny paczki falowej:

Pig;+wﬁwm:Ewﬂ

Dla problemu tréjwymiarowego:

A v = £

Réwnanie to pozwala nam znalez¢ stany stacjonarne, czyli stany wtasne

energii w zadanym potencjale. Wartosci wtasne energii definiuja dostepne
poziomy energetyczne czastki.

A.F.Zarnecki

Podstawy fizyki kwantowe;j...
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Wyktad 7

Vs

@ Twierdzenie Ehrenfesta
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Réwnanie Schrodingera Y

Vs

Schrédinger przedstawit swoja teorie w roku 1926.
Nie od razu zostata ona zaakceptowanal

Byty inne, konkurencyjne podejscia (np. teoria Heisenberga)

A.F.Zarnecki

Podstawy fizyki kwantowe;j...
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Réwnanie Schrodingera =

Schrédinger przedstawit swoja teorie w roku 1926.
Nie od razu zostata ona zaakceptowanal
Byty inne, konkurencyjne podejscia (np. teoria Heisenberga)

Twierdzenie Ehrenfesta 1927
Dla rozwiazah réwnania Schrdédingera wartosci oczekiwane powinny
spetnia¢ klasyczne zaleznosci dynamiki:

d 1

E<X> = ;(P>

%<p> - <—CZ<V(X)> = (F(x))

Réwnania te s3 “‘prawie”’ réwnowazne réwnaniom Newtona...

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 7 30 /31



Réwnanie Schrodingera 1

Schrédinger przedstawit swoja teorie w roku 1926.
Nie od razu zostata ona zaakceptowanal
Byty inne, konkurencyjne podejscia (np. teoria Heisenberga)

Twierdzenie Ehrenfesta 1927
Dla rozwiazah réwnania Schrdédingera wartosci oczekiwane powinny
spetnia¢ klasyczne zaleznosci dynamiki:

d 1

E<X> = ;(P>

%<p> - <—CZ<V(X)> = (F(x))

Réwnania te s3 “‘prawie” réwnowazne réwnaniom Newtona... Jednak

(~5V60) # — V()
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Twierdzenie Ehrenfesta

Przyblizenie klasyczne
Gdy czastka porusza sie w potencjale, ktéry zmienia sie na odlegtosciach
znacznie wiekszych od rozmiaréw paczki falowe;:

<_;i V(x)> ~ —d% V((x))
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Twierdzenie Ehrenfesta 1

Przyblizenie klasyczne
Gdy czastka porusza sie w potencjale, ktéry zmienia sie na odlegtosciach
znacznie wiekszych od rozmiaréw paczki falowe;:

<_;i V(x)> ~ —d% V((x))

Wtedy otrzymujemy “klasyczne” réwnanie ruchu dla wartosci oczekiwanej
potozenia:
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Twierdzenie Ehrenfesta 1

Przyblizenie klasyczne
Gdy czastka porusza sie w potencjale, ktéry zmienia sie na odlegtosciach
znacznie wiekszych od rozmiaréw paczki falowe;:

<_;i V(x)> ~ —d% V((x))

Wtedy otrzymujemy “klasyczne” réwnanie ruchu dla wartosci oczekiwanej
potozenia:

d? d
mﬁ<x> = *&V(<X>): F((x))

= w granicy klasycznej réwnanie Schrodingera daje rozwigzania
zgodne z mechanika Newtona

Nowe efekty pojawiaja sie, gdy mamy do czynienia z potencjatem
zmiennym na skalach subatomowych...
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