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Operatory

Operatory
Mozemy zdefiniowa¢ dla mierzalnych wielkosci fizycznych

A

obserwabla O operator O wyrazenie

A

potozenie X X
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Operatory
Mozemy zdefiniowa¢ dla mierzalnych wielkosci fizycznych

A

obserwabla O operator O wyrazenie

x>
X

potozenie

<
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energia potencjalna
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energia catkowita E /h%
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energia kinetyczna Ein = 5~ _2Lmad7
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Operatory
Mozemy zdefiniowa¢ dla mierzalnych wielkosci fizycznych

obserwabla O operator O wyrazenie
potozenie X X
energia potencjalna % V(x)

ped p ho
energia catkowita E ih%
energia kinetyczna Epin = é’; —%6@%
operator Hamiltona H=Eq,+V _%00722 + V(x)

en. kinetyczna + potencjalna
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Operatory Vi

Wartos¢ oczekiwana
Operatora O w stanie opisanym funkcja falowa W(x, t)

(0) = /dx V*(x,t) O V(x,t) = (V|O|W)

Stany wiasne
Jesli wynik dziatania operatora o - liczba rzeczywista

Ov) = olw)

~

to stan |W) nazywamy stanem wtasnym operatora O,
za$ wartos¢ o - wartoscig wtasng operatora.

W stanie wiasnym warto$¢ wtasna jest wartoscia oczekiwang operatora
(0) = (V[Ol¥) = o

= jest to jedyny mozliwy wynik pomiaru O w tym stanie
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Réwnanie Schrodingera 1

Zalezne od czasu réwnanie Schrodingera

Zalezne od czasu réwnanie Schrédingera otrzymujemy przyjmujac, ze
dozwolony stan uktadu powinien spetnia¢ klasyczng zaleznos¢

Al = (ék,-n n \7) vy = £ )
V) = V(xt)
Podstawiajac postaci poszczegdlnych operatoréw dostajemy:
h2 82

.0
_%ﬁ -+ V(X) W(X, t) = Iha \U(X, t)
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Réwnanie Schrodingera 1

Zalezne od czasu réwnanie Schrodingera

Zalezne od czasu réwnanie Schrédingera otrzymujemy przyjmujac, ze
dozwolony stan uktadu powinien spetnia¢ klasyczng zaleznos¢

AWy = (B + V)W) = EW)
W) = W(x 1)

Podstawiajac postaci poszczegdlnych operatoréw dostajemy:
A velvin = inl v
—— r r = th— WV(r
2m ’ ot ’

0?2 0? 0?2
2 T2 o2

Operator Laplace’a (laplasjan): A =
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Réwnanie Schrodingera

Varsgy s

Stany stacjonarne
Dla stanéw wtasnych E ogélne rozwigzanie jest postaci

FE

Ve(x,t) = (x)-e'n’

Niezalezne od czasu réwnanie Schrodingera
Dla stanéw stacjonarnych mozemy wyeliminowa¢ zalezno$¢ od czasu:

BTy V(x)| ¥(x) = E ¥(x)

A.F.Zarnecki
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Réwnanie Schrodingera

Varsgy s

Stany stacjonarne
Dla stanéw wtasnych E ogélne rozwigzanie jest postaci

FE

Ve(x,t) = (x)-e'n’

Niezalezne od czasu réwnanie Schrodingera
Dla stanéw stacjonarnych mozemy wyeliminowa¢ zalezno$¢ od czasu:

p e v|ed = Evd

A.F.Zarnecki
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Réwnanie Schrodingera =

Stany stacjonarne
Dla stanéw wtasnych E ogélne rozwigzanie jest postaci

E

Ve(x,t) = (x)-e'nt

Niezalezne od czasu réwnanie Schrodingera
Dla stanéw stacjonarnych mozemy wyeliminowa¢ zalezno$¢ od czasu:

p e v|ed = Evd

Réwnanie to pozwala nam znalezé stany wtasne energii w zadanym V/(x).

A.F.Zarnecki
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Réwnanie Schrodingera ,

Stany stacjonarne
Dla stanéw wtasnych E ogélne rozwigzanie jest postaci

FE

Ve(x,t) = (x)-e'n’

Niezalezne od czasu réwnanie Schrodingera
Dla stanéw stacjonarnych mozemy wyeliminowa¢ zalezno$¢ od czasu:

p e v|ed = Evd

Réwnanie to pozwala nam znalezé stany wtasne energii w zadanym V/(x).

Wartosci wtasne energii definiuja dostepne poziomy energetyczne czastki.

A.F.Zarnecki
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Réwnanie Schrodingera ,

Stany stacjonarne
Dla stanéw wtasnych E ogélne rozwigzanie jest postaci
-E

Ve(x,t) = (x)-e'n’

Niezalezne od czasu réwnanie Schrodingera
Dla stanéw stacjonarnych mozemy wyeliminowa¢ zalezno$¢ od czasu:

p e v|ed = Evd

Réwnanie to pozwala nam znalezé stany wtasne energii w zadanym V/(x).
Wartosci wtasne energii definiuja dostepne poziomy energetyczne czastki.

Stan ukfadu mozna zawsze zapisa¢ jako superpozycje stanéw wiasnych E.
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© Studnia potencjatu
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Studnia potencjatu

Studnia potencjatu
Rozwazmy jednowymiarowy problem czastki zamknietej w “putapce”,
ktéra mozemy stworzy¢ przez odpowiedni dobdr potencjatu.

AV .

77 7 /’

i/ 7/

o000 7

§ga

T 7
0 L

A.F.Zarnecki

Przypadek “idealnej” putapki:

— +00 dla x <0
V(x) =

— 400 x> L

Nieskonczona bariera potencjatu odgradza
czastke od obszaréw x < 0i x > L.
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Studnia potencjatu

Studnia potencjatu
Rozwazmy jednowymiarowy problem czastki zamknietej w “putapce”,
ktéra mozemy stworzy¢ przez odpowiedni dobdr potencjatu.

AV .

77 7 /’

i/ 7/

o000 7

§ga

T 7
0 L

A.F.Zarnecki

Przypadek “idealnej” putapki:

— +00 da  x<0
V(x) = 0 0O<x<lL

— 400 x> L

Nieskonczona bariera potencjatu odgradza
czastke od obszaréw x < 0i x > L.

Czastka jest “swobodna” dla 0 < x < L

Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8 9/ 30



Studnia potencjatu o

Bariera potencjatu
Czy pojecie “bariery potencjatu” dziata takze w mechanice kwantowe;?

V(x) Przypadek rzeczywistej putapki:

U 7777777, U da  x<0
% V(x) = 0 O<x<lL
U x> L

W obszarze x <0 réwnanie Schrodingera:

(W-E ) = ()
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Studnia potencjatu o

Bariera potencjatu
Czy pojecie “bariery potencjatu” dziata takze w mechanice kwantowe;?

V(x) Przypadek rzeczywistej putapki:

U 7777777, U da  x<0
% V(x) = 0 O<x<lL
U x> L

W obszarze x <0 réwnanie Schrodingera:

(W-E ) = ()

0 L X

Dla U — 400 druga pochodna 1 (x) staje sie rozbieznal
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Studnia potencjatu o

Bariera potencjatu
Czy pojecie “bariery potencjatu” dziata takze w mechanice kwantowe;?

V(x) Przypadek rzeczywistej putapki:

U 7777777, U da  x<0
% V(x) = 0 O<x<lL
U x> L

W obszarze x <0 réwnanie Schrodingera:

(W-E ) = ()

0 L X

Dla U — 400 druga pochodna 1(x) staje sie rozbiezna! (x) wybucha 7!
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Studnia potencjatu o

Bariera potencjatu
Czy pojecie “bariery potencjatu” dziata takze w mechanice kwantowe;?

V(x) Przypadek rzeczywistej putapki:

U 7777777, U da  x<0
% V(x) = 0 O<x<lL
U x> L

W obszarze x <0 réwnanie Schrodingera:

(W-E ) = ()

0 L x
Dla U — 400 druga pochodna 1(x) staje sie rozbiezna! (x) wybucha 7!

= jedyne poprawne rozwiazanie dla x <0 to 1(x) = 0 (podobnie dla x> L)

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8 10 / 30



Studnia potencjatu L

Nieskonczona studnia potencjatu
Bariera potencjatu ogranicza przestrzen dostepna dla czastki do 0 < x < L

2%/7// V() /;%22 Szukamy rozwigzania w postaci:
2/// W” 0 dla x <0
ﬁ///;/// ///% x) = X O<x< L
;%% /W/% 71)( ) wE( ) <x <
70 I, 0 x> L
2%/// /?;% gdzie ¥e(x) jest rozwigzaniem réwnania
;////// %é Schrédingera dla czastki swobodne;:
;///// /)
7 7/ 2 o

0 L x “omaxe VEC) = Evelx)

Ale funkcja falowa musi by¢ ciagta w catej przestrzeni, takze w x = 0, L |
= musimy uwzgledni¢ warunek “zszycia” rozwigzan pomiedzy obszarami

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8 11 / 30



Studnia potencjatu L

Nieskonczona studnia potencjatu
Réwnanie dla czastki swobodnej mozna przepisaé (w przedziale 0 < x < L)

2 X m
T 2 = k)
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Studnia potencjatu L

Nieskonczona studnia potencjatu
Réwnanie dla czastki swobodnej mozna przepisaé (w przedziale 0 < x < L)

021(x) 2mE
S5 = TR ) = KR )
Réwnanie oscylatora harmonicznego = ogblne rozwiazanie jest postaci:
: : h?k?
b(x) = Are®™ + Aje™ E=——
2m
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Studnia potencjatu 1

Nieskonczona studnia potencjatu
Réwnanie dla czastki swobodnej mozna przepisaé (w przedziale 0 < x < L)

021(x) 2mE
S5 = TR ) = KR )
Réwnanie oscylatora harmonicznego = ogblne rozwiazanie jest postaci:
. . h? k?
1/}(X) — Alelkx 4+ Aze—lkx E—=_"
2m

W zagadnieniu studni wygodniejsza jest réwnowazna postac:
P(x) = Asin(kx) + Bcos(kx)
Warunki zszycia narzucaja:
P(0)=0 = B=0
Y(L)=0 = sin(kL) =0

= tylko wyréznione wartosci k sa dozwolone !

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8 12 / 30



Studnia potencjatu =

Nieskonczona studnia potencjatu
Warunek zszycia (L) = 0 daje:

sin(kL) =0

Uwzgledniajac warunek

= kL =n-7m7 =k=n-

n=1,2 3, ...

T
L

Stan podstawowy (n = 1):

normalizacji: T o
2 . /nmx .

Yn(x) = \/: sm( T 2
252 ot

mh 04

E = n2 — n2E 0.2

" 2ml2 ! .

A.F.Zarnecki

| I I I L L L | I
01 0.2 03 04 05 086 0.7 0.8 0.8
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Studnia potencjatu =

Nieskonczona studnia potencjatu

Warunek zszycia (L) = 0 daje: n=1 23, ...
sin(kl) =0 = kL = n-7 :k:n-%
Uwzgledniajac warunek Stan n = 2:
normalizacji: T oof
2 E
Un(x) = \/: sin (”ZX) i
272 "
_ omht e
B = M g~ TH R ORI NY AT
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Studnia potencjatu =

Nieskonczona studnia potencjatu

Warunek zszycia (L) = 0 daje: n=1 23, ...
sin(kl) =0 = kL = n-7 :k:n-%
Uwzgledniajac warunek Stan n = 3:

normalizacji: T oof
2 E
Yal(x) = \[ sin (7%)
252 o3
E, = n? T = n’E o2

| I I I L L L | I
01 0.2 03 04 05 086 0.7 0.8 0.8
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Studnia potencjatu =

Nieskonczona studnia potencjatu

Warunek zszycia (L) = 0 daje: n=1 23, ...
sin(kl) =0 = kL = n-7 :k:n-%
Uwzgledniajac warunek Stan n = 4:
normalizacji: =
2 3
i) = /2 o0 (") :
232 3
o 2 T h o 2 =¥
B = M g~ TH W s
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Studnia potencjatu =

Nieskonczona studnia potencjatu

Warunek zszycia (L) = 0 daje: n=1,2 3, ...
sin(kl) =0 = kL = n-7 :k:n-%
Uwzgledniajac warunek Stan n = 5:

normalizacji: T oo
2 e
Yn(x) = \[ sin ()
25,2 o
E, = n? i = n2E1 02f

2 m L2 N 0!1 0.2 Il.‘! 04 0.‘5 086 0.'1 0.8 0.‘9
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Studnia potencjatu g

Nieskonczona studnia potencjatu
Petna posta¢ funkgcji falowe;j

2 £,
W,(x,t) = \/ZSM(”ZTX) el
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Studnia potencjatu s

Nieskonczona studnia potencjatu
Petna posta¢ funkgcji falowe;j

2 £,
W,(x,t) = \/ZSM(”ZX) el

Zasada nieoznaczonosci
Znalezione stany stacjonarne sa funkcjami wtasnymi energii.
Nie s3 to stany witasne pedu! Stanowig superpozycja stanéw k, = +k.
= nieoznaczono$¢ pedu: Ap, = hk = ﬂLh
Jednoczesnie nieoznaczono$¢ potozenia: Ax = L

= Ax-Apy = nmh >g

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8 14 / 30



Studnia potencjatu ;

Nieskonczona studnia potencjatu
Petna posta¢ funkgcji falowe;j

2 £,
W,(x,t) = \/ZSih(mLTX) el

Zasada nieoznaczonosci
Znalezione stany stacjonarne sa funkcjami wtasnymi energii.
Nie s3 to stany witasne pedu! Stanowig superpozycja stanéw k, = +k.
= nieoznaczono$¢ pedu: Ap, = hk = ﬂLh
Jednoczesnie nieoznaczono$¢ potozenia: Ax = L

= Ax-Apy = nmh >g

Z zasady nieoznaczonosci wynika, ze im wezsza jest studnia (mniejsze L)
tym wieksze jest rozmycie pedowe, a wiec i energia stanu podstawowego:
w2h? 1

Ey = —
! 2m L2
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Studnia potencjatu L

Skonczona studnia potencjatu
Wréeémy do modelu skonczonej “bariery potencjatu”

V(x)
* dla  x<0

U
U E— V(ix) = 0 0<x<lL
% V) x> L
W obszarze x <0 réwnanie Schrodingera:

(U-E) o) = 19 ()

A.F.Zarnecki

Podstawy fizyki kwantowe;j...
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Studnia potencjatu S

Skonczona studnia potencjatu
Wréeémy do modelu skonczonej “bariery potencjatu”

V(x)

7

U dla x <0
V(ix) = 0 0O<x< L
U x> L

W obszarze x <0 réwnanie Schrodingera:

(U-E) o) = 19 ()

A.F.Zarnecki

X Co mozna przeksztatci¢ do:
82w(x) _ 2m(U-E) 2
“ox2 . P(x) = a” P(x)

Podstawy fizyki kwantowe;j...

Wyktad 8 15 / 30



Studnia potencjatu e

Skonczona studnia potencjatu

Dla x < 0i x > L otrzymujemy réwnanie na v(x) analogiczne do réwnanie
oscylatora harmonicznego, ale ze zmienionym znakiem wspdtczynnikal

= 0go6lne rozwiazanie jest teraz postaci:

P(x) = Are™™ 4 A

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8 16 / 30



Studnia potencjatu ;

Skonczona studnia potencjatu

Dla x < 0i x > L otrzymujemy réwnanie na v(x) analogiczne do réwnanie
oscylatora harmonicznego, ale ze zmienionym znakiem wspdtczynnikal
= 0go6lne rozwiazanie jest teraz postaci:

P(x) = Are™™ 4 A

Pierwszy czton jest rozbiezny dla x — +o0 zas drugi dla x — —o0

Funkcja falowa powinna by¢ unormowana, zatem jej posta¢ powinna by¢:

A etox da  x<0
P(x) = Bsin(kx) + C cos(kx) O<x<lL
D e x> L

gdzie wykorzystalismy uzyskang poprzednio posta¢ ogdlnego rozwigzania
dla czastki swobodnej w obszarze 0 < x < L

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8 16 / 30



Studnia potencjatu

Skonczona studnia potencjatu

Dla danej energii E rozwazanego stanu stacjonarnego musimy znalez¢
cztery wspotczynniki rozwigzania: A, B, C, D.

Jakie mamy ograniczenia?

Mozemy narzuci¢ (jak dla studni nieskonczonej) warunki “zszycia”

w x = 0ix = L dla funkgji falowe;

¥1(0) = vu(0)  Yu(L) =Y (L)

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8 17 / 30



Studnia potencjatu 1

Skonczona studnia potencjatu

Dla danej energii E rozwazanego stanu stacjonarnego musimy znalez¢
cztery wspotczynniki rozwigzania: A, B, C, D.

Jakie mamy ograniczenia?

Mozemy narzuci¢ (jak dla studni nieskonczonej) warunki “zszycia”

w x = 0 i x = L dla funkgji falowej oraz jej pochodne;j

¥(0) =¥u(0)  Yu(L) = vm(L)
P1(0) =y (0) (L) = ¢i(L)

= 4 warunki

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8



Studnia potencjatu =

Skonczona studnia potencjatu

Dla danej energii E rozwazanego stanu stacjonarnego musimy znalez¢
cztery wspotczynniki rozwigzania: A, B, C, D.

Jakie mamy ograniczenia?

Mozemy narzuci¢ (jak dla studni nieskonczonej) warunki “zszycia”

w x = 0 i x = L dla funkgji falowej oraz jej pochodne;j

¥(0) =¥u(0)  Yu(L) = vm(L)
P1(0) =y (0) (L) = ¢i(L)

= 4 warunki

Ale mamy jeszcze warunek normalizacji!?

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8 17 / 30



Studnia potencjatu 1

Skonczona studnia potencjatu

Dla danej energii E rozwazanego stanu stacjonarnego musimy znalez¢
cztery wspotczynniki rozwigzania: A, B, C, D.

Jakie mamy ograniczenia?

Mozemy narzuci¢ (jak dla studni nieskonczonej) warunki “zszycia”

w x = 0 i x = L dla funkgji falowej oraz jej pochodne;j

¥(0) =¥u(0)  Yu(L) = vm(L)
P1(0) =y (0) (L) = ¢i(L)
= 4 warunki

Ale mamy jeszcze warunek normalizacji!?

Tak jak w przypadku studni nieskoiczonej, mozliwe s3 tylko stany o
wybranych wartosciach E (szczegoty na Ewiczeniach)

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8 17 / 30



Studnia potencjatu ;

Skonczona studnia potencjatu
Przyktadowe rozwigzania dla stanéw stacjonarnych
Stan podstawowy (n = 1):

Lo
o 1.8

16

1.4

1.2
1
0.8
0.6
0.4
0.2

i R Lo b Lo Loy Loy | P R
-04 -02 0 0.2 04 06 0.8 1 1.2 1.4

X
Czastka moze przebywaé w obszarze klasycznie zabronionym.

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8 18 / 30



Studnia potencjatu =

Skonczona studnia potencjatu
Przyktadowe rozwigzania dla stanéw stacjonarnych

Stan podstawowy

o

g
107
107
107
10
"

10

10°¢

(n=1): (skala logarytmiczna)

-04 -02 0 0.2 04 06 0.8 1 1.2 1.4
X

Czastka moze przebywaé w obszarze klasycznie zabronionym.

Cho¢ zdolnos¢ “penetracji” bariery szybko maleje z gtebokoscia...

A.F.Zarnecki

Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8



Studnia potencjatu N

Skonczona studnia potencjatu
Przyktadowe rozwigzania dla stanéw stacjonarnych
Stan n=2:

Lo
o 1.8
16
1.4
1.2
1
0.8
0.6
0.4

0.2

-0.2 0 0.2 04 06 0.8 1 1.2 1.4
X

0

B

Czastka moze przebywaé w obszarze klasycznie zabronionym.

Cho¢ zdolnos¢ “penetracji” bariery szybko maleje z gtebokoscia...

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8 18 / 30



Studnia potencjatu dop

Skonczona studnia potencjatu
Przyktadowe rozwigzania dla stanéw stacjonarnych
Stan n=3:

Lo
o 1.8
16
1.4
1.2
1
0.8
0.6
0.4

0.2

P o IR RPN SPUENN 0. AP EPATENN AL V' AR BRI B o
04 02 0 02 04 08 08 1 1.2 14

X
Czastka moze przebywaé w obszarze klasycznie zabronionym.

Cho¢ zdolnos¢ “penetracji” bariery szybko maleje z gtebokoscia...

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8



Wyktad 8

© Stopien potencjatu

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8



Stopien potencjatu

Rozwazmy czastke o ustalonej energii E > 0 poruszajaca sie swobodnie od
x = —o0, natrafiajaca w x = 0 na skok potencjatu AE < 0

V(x)

—

Co sie stanie z tg czastka?

Klasycznie zawsze przeleci przez
X, uskok i zwiekszy swoja predkosé

II

A.F.Zarnecki

Podstawy fizyki kwantowe;j...

Wyktad 8
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ARy uIvERS!

Stopien potencjatu

Rozwazmy czastke o ustalonej energii E > 0 poruszajaca sie swobodnie od
x = —o0, natrafiajaca w x = 0 na skok potencjatu AE < 0

> V() Co sie stanie z tg czastka?
Klasycznie zawsze przeleci przez

X, uskok i zwiekszy swoja predkosé

Kwantowa natura czastki powoduje
jednak, ze moze ona przez bariere
przelecie¢, ale moze sie tez odbi¢!...

II

7

Wyktad 8 20 / 30
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Stopien potencjatu

Rozwazmy czastke o ustalonej energii E > 0 poruszajaca sie swobodnie od
x = —o0, natrafiajaca w x = 0 na skok potencjatu AE < 0

V(x)

—

Co sie stanie z tg czastka?

Klasycznie zawsze przeleci przez
X, uskok i zwiekszy swoja predkosé

II

Kwantowa natura czastki powoduje
jednak, ze moze ona przez bariere
przelecie¢, ale moze sie tez odbi¢!...

7

Nie jesteSmy w stanie przewidzie¢ co sie stanie z czastka.
Dowiemy sie dopiero gdy przeprowadzimy pomiar...

Mozemy tylko wyznaczy¢ prawdopodobienstwa przejscia i odbicia.
Wyktad 8 20 / 30
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Kot Schrédingera 1

HEY, SCHRODINGER.
WHAT'S N THE Box?

On. 15 (T ALVE
or DEAD?

2011© www. ALittleWhiteNoise.com
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Stopien potencjatu 1

Ogdlne rozwiazanie
Szukamy rozwiazania w ogdlnej postaci postaci:

P(x) = Aelkx 4 Be—ikx dla x<0
o Cel® + De~iax x>0

gdzie: kh = /2mE i gh = \/2m(E—AE) - ped czastki przed i za progiem
Mozemy narzuci¢ warunki zszycia w x = 0:

P(x) A+B = C+ D
P (x) : ikA — kB = igC — igD

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8 22 /30



Stopien potencjatu 1

Ogdlne rozwiazanie
Szukamy rozwiazania w ogdlnej postaci postaci:

P(x) = Aelkx 4 Be—ikx dla x<0
o Cel® + De~iax x>0

gdzie: kh = /2mE i gh = \/2m(E—AE) - ped czastki przed i za progiem
Mozemy narzuci¢ warunki zszycia w x = 0:

P(x) A+B = C+ D
P (x) : ikA — kB = igC — igD

Funkcja harmoniczna nie jest unormowana, morzemy przyja¢ A = 1.

Wociaz brakuje nam jednego warunku?

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8



Stopien potencjatu 1

Ogdlne rozwiazanie
Szukamy rozwiazania w ogdlnej postaci postaci:

P(x) = Aelkx 4 Be—ikx dla x<0
o Cel® + De~iax x>0

gdzie: ki =/2mE i gh = \/2m(E — AE) - ped czastki przed i za progiem
Mozemy narzuci¢ warunki zszycia w x = 0:

P(x) - A+B = C+ D
P (x) : ikA — kB = igC — igD

Funkcja harmoniczna nie jest unormowana, morzemy przyja¢ A = 1.

Wociaz brakuje nam jednego warunku?

Nie powinnismy obserwowaé czastek nadlatujacychz x =400 = D =0

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8 22 /30



Stopien potencjatu s

Rozwiazanie
Otrzymujemy uktad réwnan:
A+ B = C
ik(A—B) = iqC
Podstawiajac C z pierwszego réwnania do drugiego i ktadac A = 1:
k — 2k
B=-—17 C=

 k+gq - k+gq

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8



Stopien potencjatu oo

Rozwiazanie
Otrzymujemy uktad réwnan:

A+ B = C

ik(A—B) = igC

Podstawiajac C z pierwszego réwnania do drugiego i ktadac A = 1:

k — 2k

- P c= "

k+q k+q
Mozemy policzy¢ wspétczynnik odbicia czastki jako stosunek natezenia fali
padajacej i odbitej:
BE _ (k—q)?
A2 (k+q)?
Jesli tylko AE ## 0, zawsze istnieje szansa, ze czastka sie odbije od progu

= efekt czysto kwantowy

R =

Ale znany tez np. dla Swiatfa, ktére odbija sie na granicy osrodkéw...

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8 23 /30



Stopien potencjatu L

Wspétczynnik transmisji

Czy mozemy podobnie policzy¢ wspétczynnik transmisji 7
ICI2  4k?

A2 (k+q)?

T =

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8



Stopien potencjatu =

Wspétczynnik transmisji
Czy mozemy podobnie policzy¢ wspétczynnik transmisji ? NIE |

IC2 4k?

T 7 aF = hrap

Musimy uwzledni¢ fakt, ze czastki szybciej poruszaja sie za progiem!

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8 24 / 30



Stopien potencjatu 1

Wspétczynnik transmisji
Czy mozemy podobnie policzy¢ wspétczynnik transmisji ? NIE |
Cl? 4>
r # | ’2 - 2
Al (k+q)

Musimy uwzledni¢ fakt, ze czastki szybciej poruszaja sie za progiem!

Strumien czasek proporcjonalny jest do |¢|? - v

ICPvu _ €12 q _ _ 4kq

A v AR ko (k+q)?

A.F.Zarnecki

Podstawy fizyki kwantowe;j...

Wyktad 8



Stopien potencjatu oo

Wspétczynnik transmisji
Czy mozemy podobnie policzy¢ wspétczynnik transmisji ? NIE |

IC2 4k?
A2 (k+g)?

Musimy uwzledni¢ fakt, ze czastki szybciej poruszaja sie za progiem!

T #

Strumien czasek proporcjonalny jest do |¢|? - v

|C|2 vir |C|2 q 4kq

A v AR ko (k+q)?

Tylko przy takiej definicji dostajemy: zasada zachowania liczby czastek

(k —q)? 4kq
R+ T = +
(k+4q)?  (k+q)?

A.F.Zarnecki

Podstawy fizyki kwantowej... Wyktad 8 24 / 30



Stopien potencjatu

Jak trzeba zmodyfikowa¢ uzyskane rozwigzanie dla AE >0 7

V(x)

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8 25 / 30



Stopien potencjatu L

Jak trzeba zmodyfikowa¢ uzyskane rozwigzanie dla AE >0 7

> V() Jesli energia czastki jest wyzsza od
progu, 0 < AE < E, znalezione
rozwigzanie pozostaje stuszne:

Y
AR g - (k—a)F

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8



Stopien potencjatu

Jak trzeba zmodyfikowa¢ uzyskane rozwigzanie dla AE >0 7
> V() Jesli energia czastki jest wyzsza od
AE progu, 0 < AE < E, znalezione
E / rozwigzanie pozostaje stuszne:
(k+q)?

x  Ale jesli wysokos¢ progu przewyzsza
% energie, AE > E, czastka zawsze
’ odbije sie od bariery!

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8 25 / 30



Stopien potencjatu

Jak trzeba zmodyfikowa¢ uzyskane rozwigzanie dla AE >0 7
> V() Jesli energia czastki jest wyzsza od
AE progu, 0 < AE < E, znalezione
E / rozwigzanie pozostaje stuszne:
(k+q)?

x  Ale jesli wysokos¢ progu przewyzsza
% energie, AE > E, czastka zawsze
’ odbije sie od bariery!

Cho¢ wciaz czastka moze wniknaé w prég na skonczong gtebokose,
podobnie jak w przypadku skonczonej studni potencjatu...

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8 25 / 30
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@ Efekt tunelowy
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Efekt tunelowy Vi

Cienka bariera potencjatu
Skoro czastka wnika wgtab bariery potencjatu, bariera ta musi by¢
odpowiednio gruba, zeby czastke “zatrzymac” (T = 0)

W przeciwnym wypadku mozemy mie¢ do czynienia z “tunelowaniem”

A\ . .
AE ) Aetk< 1+ Be=kx  dla x <0
P(x) = Ce® 4 De X O<x<L
,,,,,,,,,,,,,,,,,, Ee'kx x> L

v
.

Prawdopodobienstwo przenikniecia
zalezy od grubosci bariery L oraz
I I wysokosci bariery w stosunku do

/y //f/// 7 energii czastki (AE/E).
7

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8 27 / 30



Efekt tunelowy L

Mikroskop tunelowy
Efekty tunelowania obserwujemy na odlegtosciach atomowych.

Dla elektronu o energii E = 2 eV napotykajacego bariere o wysokosci
AE =5 eV i szerokosci L = 1 nm prawdopodobienstwo przenikniecia przez
bariere wynosi T ~ 10~".

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8 28 / 30



Efekt tunelowy t

Mikroskop tunelowy
Efekty tunelowania obserwujemy na odlegtosciach atomowych.

Dla elektronu o energii E = 2 eV napotykajacego bariere o wysokosci
AE =5 eV i szerokosci L = 1 nm prawdopodobienstwo przenikniecia przez
bariere wynosi T ~ 10~".

Zaleznos¢ od szerokosci L jest wyktadnicza: L =05 nm = T ~5-10~*
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Efekt tunelowy t

Mikroskop tunelowy
Efekty tunelowania obserwujemy na odlegtosciach atomowych.

Dla elektronu o energii E = 2 eV napotykajacego bariere o wysokosci
AE =5 eV i szerokosci L = 1 nm prawdopodobienstwo przenikniecia przez
bariere wynosi T ~ 10~".

Zaleznos¢ od szerokosci L jest wyktadnicza: L =05 nm = T ~5-10~*

Odpowiednie prady mozna mierzy¢ odpowiednio czutymi przyrzadami.
Dzieki temu jesteSmy w stanie (posrednio) mierzy¢ odlegtos¢ miedzy
dwoma przewodzacymi elementami (bariera jest praca wyjscia)

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8 28 / 30



Efekt tunelowy 1

Mikroskop tunelowy
Efekty tunelowania obserwujemy na odlegtosciach atomowych.

Dla elektronu o energii E = 2 eV napotykajacego bariere o wysokosci
AE =5 eV i szerokosci L = 1 nm prawdopodobienstwo przenikniecia przez
bariere wynosi T ~ 10~".

Zaleznos¢ od szerokosci L jest wyktadnicza: L =05 nm = T ~5-10~*

Odpowiednie prady mozna mierzy¢ odpowiednio czutymi przyrzadami.
Dzieki temu jesteSmy w stanie (posrednio) mierzy¢ odlegtos¢ miedzy
dwoma przewodzacymi elementami (bariera jest praca wyjscia)

W Skaningowym Mikroskopie Tunelujagcym jednym z tych elementéw jest
igta przewodzaca o $rednicy ostrza rzedu 1 nm, drugim badana probka.

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8 28 / 30



Skaningowym Mikroskopie Tunelujgcym

Napigcia sterujgce potozeniem igty
>
=l
N
Yo
Z
]
Ly
(O N0
5O . -
cN Wzmacniacz Kontrola odlegtosci
e pradu tunelowego i jednostka skanujgca
]

1010101010101010

N Przetwarzanie
i wyswietlanie danych

Przytozone AN
N napiecie .

Przesuwamy igte i regulujemy jej wysokos¢ tak, zeby prad byt staty
= ruch igty obrazuje ksztatt badanej powierzchni

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8



Efekt tunelowy o=

Skaningowy Mikroskop Tunelujacy

Zostat skonstruowany przez Gerda Binniga oraz Heinricha Rohrera w 1981
Whynalazek ten zostat szybko doceniony = Nagroda Nobla 1986

Powierzchnia ztota

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8 30 / 30



Efekt tunelowy

Skaningowy Mikroskop Tunelujacy

Zostat skonstruowany przez Gerda Binniga oraz Heinricha Rohrera w 1981
Whynalazek ten zostat szybko doceniony = Nagroda Nobla 1986

Powierzchnia grafitu

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 8 30 / 30



Efekt tunelowy L

Skaningowy Mikroskop Tunelujacy

Zostat skonstruowany przez Gerda Binniga oraz Heinricha Rohrera w 1981
Whynalazek ten zostat szybko doceniony = Nagroda Nobla 1986

Zanieczyszczenia (atomy chromu) na powierzchni zelaza

A.F.Zarnecki

Podstawy fizyki kwantowe;j...

Wyktad 8
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