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Obserwable

Operatory

Mierzalne wielkosci fizyczne nazywamy obserwablami.

Z kazda z nich mozemy powiazaé odpowiadajacy jej operator 1-D
obserwabla O operator O wyrazenie
potozenie X X
energia potencjalna % V(x)
ped p T
energia catkowita E ih%
energia kinetyczna Ek,-,, = 2‘3; _21%807;
operator Hamiltona H=En+V —%;—; + V(x)

en. kinetyczna + potencjalna
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Obserwable e

Operatory

Mierzalne wielkosci fizyczne nazywamy obserwablami.

Z kazda z nich mozemy powiazaé odpowiadajacy jej operator 3-D
obserwabla O operator O wyrazenie
potozenie P r
energia potencjalna % V(r)
ped p v
energia catkowita E ih%
energia kinetyczna Ek,-,, = 2"; —% A
operator Hamiltona H = Ejn+ V —27’%7 A + V(x)

en. kinetyczna + potencjalna

= = _ (06 9 8 _ 07 o5? 92
r=(x,y,2) v-(&a@-/@j) A=55+
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Stany wtasne e

Stany wtasne i wartosci wiasne
Jesli wynik dziatania operatora o - liczba rzeczywista

OW,) = ol

A

= |W,) jest stanem wtasnym operatora O, za$ o jego wartoscia wtasng
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Stany wtasne

Vs

Stany wtasne i wartosci wiasne
Jesli wynik dziatania operatora o - liczba rzeczywista

OW,) = ol

= |W,) jest stanem wtasnym operatora O, za$ o jego wartoscia wtasng

W stanie wiasnym warto$¢ wtasna jest wartoscia oczekiwang operatora
(jest to jedyny mozliwy wynik pomiaru O w tym stanie)
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Stany wtasne =

Stany wtasne i wartosci wiasne
Jesli wynik dziatania operatora o - liczba rzeczywista

OW,) = ol

= |W,) jest stanem wtasnym operatora O, za$ o jego wartoscia wtasng

W stanie wiasnym warto$¢ wtasna jest wartoscia oczekiwang operatora
(jest to jedyny mozliwy wynik pomiaru O w tym stanie)

Stany wtasne o réznych wartosciach wtasnych sa ortogonalne.

Jesli w jakims zagadnieniu wartos¢ O jest zachowana to stan uktadu mozna
przedstawi¢ jako superpozycje stanéw wtasnych O

v) = A

Jesli dokonujemy pomiaru obserwabli O to uzyska¢ mozemy
wytacznie wyniki odpowiadajace wartosciom wtasnym operatora O.
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Varsgy s

Pomiar wielokrotny

Niech stan czastki bedzie superpozycja stanéw stacjonarnych:
W) = > A |Vg)
i

Jesli dokonamy pomiaru energii tej czastki to prawdopodobienstwo
zmierzenia wartosci E; wynosi:

p(Ei)

Ail?
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Pomiar wielokrotny
Niech stan czastki bedzie superpozycja stanéw stacjonarnych:

V) = ZAI VE,)

Jesli dokonamy pomiaru energii tej czastki to prawdopodobienstwo
zmierzenia wartosci E; wynosi:

p(E) = |AP

Przyjmijmy, ze w wyniku pomiaru otrzymalismy wartos¢ Ej.
Co mozemy powiedzie¢ o stanie |W') czastki po pomiarze? Czy

77

vy Ty 2
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Pomiar wielokrotny
Niech stan czastki bedzie superpozycja stanéw stacjonarnych:

V) = ZAI VE,)

Jesli dokonamy pomiaru energii tej czastki to prawdopodobienstwo
zmierzenia wartosci E; wynosi:

p(E) = |AP

Przyjmijmy, ze w wyniku pomiaru otrzymalismy wartos¢ Ej.
Co mozemy powiedzie¢ o stanie |W') czastki po pomiarze? Czy
77

vy Ty 2

Jesli dokonamy ponownego pomiaru energii tej czastki to okazuje sie, ze
PI(E) = di

= musimy ponownie dosta¢ wartos¢ Ej !

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 10 6 /34



PO miar Varsgy s

Kolaps funkcji falowej

W wyniku pierwszego pomiaru otrzymalismy warto$¢ Ej.

Skoro jedynym mozliwym wynikiem kolejnych pomiaréw jest wartos¢ Ej
oznacza to, ze po pierwszym pomiarze czastka znajduje sie w stanie

V) = |Vg)
= kolaps (redukcja, kompaktyfikacja) funkcji falowe;j

A.F.Zarnecki
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Kolaps funkcji falowej

W wyniku pierwszego pomiaru otrzymalismy warto$¢ Ej.

Skoro jedynym mozliwym wynikiem kolejnych pomiaréw jest wartos¢ Ej

oznacza to, ze po pierwszym pomiarze czastka znajduje sie w stanie
V) = |Vg)

= kolaps (redukcja, kompaktyfikacja) funkcji falowe;j

Fakt dokonania pomiaru ogranicza mozliwosci dalszej ewolucji funkgji
falowej do takich stanéw, ktére respektuja wynik pomiaru.

Zaktadamy, ze mozliwy jest pomiar bez oddziatywania z czastka
mimo to pomiar w spos6b nieunikniony modyfikuje stan czastkil
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Kolaps funkcji falowej

W wyniku pierwszego pomiaru otrzymalismy warto$¢ Ej.

Skoro jedynym mozliwym wynikiem kolejnych pomiaréw jest wartos¢ Ej

oznacza to, ze po pierwszym pomiarze czastka znajduje sie w stanie
V) = |Vg)

= kolaps (redukcja, kompaktyfikacja) funkcji falowe;j

Fakt dokonania pomiaru ogranicza mozliwosci dalszej ewolucji funkgji
falowej do takich stanéw, ktére respektuja wynik pomiaru.

Zaktadamy, ze mozliwy jest pomiar bez oddziatywania z czastka
mimo to pomiar w spos6b nieunikniony modyfikuje stan czastkil

Jesli zagladajac do pudetka stwierdzimy, ze kot Schrodingera jest martwy,
to kazda nastepna osoba zagladajaca do pudetka stwiedzi to samo...
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Kolaps funkcji falowej

W wyniku pierwszego pomiaru otrzymalismy warto$¢ Ej.

Skoro jedynym mozliwym wynikiem kolejnych pomiaréw jest wartos¢ Ej

oznacza to, ze po pierwszym pomiarze czastka znajduje sie w stanie
V) = |Vg)

= kolaps (redukcja, kompaktyfikacja) funkcji falowe;j

Fakt dokonania pomiaru ogranicza mozliwosci dalszej ewolucji funkgji
falowej do takich stanéw, ktére respektuja wynik pomiaru.

Zaktadamy, ze mozliwy jest pomiar bez oddziatywania z czastka
mimo to pomiar w spos6b nieunikniony modyfikuje stan czastkil

Jesli zagladajac do pudetka stwierdzimy, ze kot Schrodingera jest martwy,
to kazda nastepna osoba zagladajaca do pudetka stwiedzi to samo...

W rzeczywistosci kazdy pomiar opiera sie na jakim$ oddziatywaniu
= takze wptywa na stan czastki (niezaleznie od kolapsu W)

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 10 7/ 34



Niezalezno§¢ pomiaréw
Przyjmijmy, ze czastka znajduje sie w stanie |W)
Czy mozliwy jest jednoczesny pomiar obserwabli O i P (np. energii i pedu)?
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PO miar Varsgy s

Niezalezno§¢ pomiaréw
Przyjmijmy, ze czastka znajduje sie w stanie |W)
Czy mozliwy jest jednoczesny pomiar obserwabli O i P (np. energii i pedu)?

Jesli w danym zagadnieniu O i P s3 zachowane oznaczatoby to,
ze po pomiarze czastka znajdzie sie w stanie |V’) dla ktérego

Oy = o|v)
PIV) = p|V)

A.F.Zarnecki
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Niezalezno§¢ pomiaréw
Przyjmijmy, ze czastka znajduje sie w stanie |W)
Czy mozliwy jest jednoczesny pomiar obserwabli O i P (np. energii i pedu)?

Jesli w danym zagadnieniu O i P s3 zachowane oznaczatoby to,
ze po pomiarze czastka znajdzie sie w stanie |V’) dla ktérego

Oy = o|v)
PIV) = p|V)
Dziatanie operatoréw musi wiec by¢ przemienne:

OPIW) =op|¥) = polVW) = POV
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Niezalezno§¢ pomiaréw
Przyjmijmy, ze czastka znajduje sie w stanie |W)
Czy mozliwy jest jednoczesny pomiar obserwabli O i P (np. energii i pedu)?
Jesli w danym zagadnieniu O i P s3 zachowane oznaczatoby to,
ze po pomiarze czastka znajdzie sie w stanie |V’) dla ktérego
Oy = o|v)
PIV) = p|V)
Dziatanie operatoréw musi wiec by¢ przemienne:
OPIW) =op|¥) = polVW) = POV

= Jednoczesny pomiar dwéch obserwabli jest mozliwy tylko jesli ich
operatory komutuja (dziataja przemiennie). Komutator operatoréw:

A A

0.8] = 0P— PO — 0

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 10
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Zasada nieoznaczonosci

Nie jest mozliwy jednoczesny (doktadny) pomiar potozenia i pedu, bo
odpowiednie operatory nie komutuja:

[, X] ¥ = ULCZ(,X} Vo= f_i[d(x\ll)—xdllf]

A.F.Zarnecki
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Y[

Zasada nieoznaczonosci

Nie jest mozliwy jednoczesny (doktadny) pomiar potozenia i pedu, bo
odpowiednie operatory nie komutuja:

[, X] ¥ = ULCZ(,X} Vo= ﬁ[d (X\Il)—xd\lf]

_ ﬁ[wﬂjw_xdw] ="y 40
]

Fakt, ze operatory potozenia i pedu nie dziataja przemiennie prowadzi
wiasnie do zasady nieoznaczonosci. Jednoczesny pomiar tych dwéch
obserwabli jest obarczony “niezbywalna” niepewnoscia

Apy - Ax >

A.F.Zarnecki
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Y[

Zasada nieoznaczonosci

Nie jest mozliwy jednoczesny (doktadny) pomiar potozenia i pedu, bo
odpowiednie operatory nie komutuja:

[, X] ¥ = ULCZ(,X} Vo= ﬁ[d (X\Il)—xd\lf]

_ ﬁ[wﬂjw_xdw] ="y 40
]

Fakt, ze operatory potozenia i pedu nie dziataja przemiennie prowadzi
wiasnie do zasady nieoznaczonosci. Jednoczesny pomiar tych dwéch
obserwabli jest obarczony “niezbywalna” niepewnoscia

Apy - Ax >

Mozliwy jest natomiast jednoczesny pomiar sktadowych p,, p, i p;...
A.F.Zarnecki
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© Moment pedu
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Moment pedu

Operator
Operator momentu pedu definiujemy tak jak w mechanice klasycznej

L = Fxp

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 10 11 / 34



Moment pedu

Operator
Operator momentu pedu definiujemy tak jak w mechanice klasycznej
he

[ = fxp=Fx=V
1
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Moment pedu

Operator

Operator momentu pedu definiujemy tak jak w mechanice klasycznej
R B
L = Pxp=rx-=V

(o L9 0 0 0 9
- T \Vez Oy’ ~0Ox 0z’ 8y ~Vox

(& L, L)

Wyktad 10 11/ 34
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Moment pedu Y

Wiy s

Operator
Operator momentu pedu definiujemy tak jak w mechanice klasycznej

ﬁﬁ~

(o L9 0 0 0 9
- T \Vez Oy’ ~0Ox 0z’ 8y ~Vox

( L. L. L)

(i podobnie inne kombinacje)
= nie da sie zmierzy¢ jednoczes$nie dwéch sktadowych momentu pedul!

A.F.Zarnecki
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Moment pedu

Varsgy s

Mozliwos$¢ pomiaru

Jednoczes$nie zmierzy¢ mozemy tylko jedna sktadowa momentu pedul!
Najczesciej wybieramy:

P h 0 0

== T \Moy Vox

Jednoczesnie mozna jeszcze zmierzy¢ kwadrat wartosci momentu pedu

2 = [24[24]2

A.F.Zarnecki
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Moment pedu 1

Mozliwos$¢ pomiaru

Jednoczes$nie zmierzy¢ mozemy tylko jedna sktadowa momentu pedul!
Najczesciej wybieramy:

P h 0 0

== T \Moy Vox

Jednoczesnie mozna jeszcze zmierzy¢ kwadrat wartosci momentu pedu

2 = [24[24]2
Operatory przyjmuja wygodna postaé¢ w uktadzie sferycznym: (r,0,0)
A 0
L, = —ih—
i 9
” 1 0 0 1 02
[2 = B |- (sin0= |+ =5
Lin 600 <Sm 89) * sin? 0 89%)2]
A.F.Zarnecki
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© Atom wodoru
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Atom wodoru e

Rozwazamy ruch pojedynczego elektronu w polu kulombowskim jadra.
Rozwazanie jest stuszne dla atomu wodoru, ale takze dla innych atoméw
odpowiednio zjonizowanych (tak aby pozostat tylko jeden elektron).

Zaktadamy, ze jadro jest nieskonczenie ciezkie (= nieruchome)
Ruch jadra mozna uwzgledni¢ zastepujac mase elektronu masa zredukowana

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 10 14 / 34




Rozwazamy ruch pojedynczego elektronu w polu kulombowskim jadra.
Rozwazanie jest stuszne dla atomu wodoru, ale takze dla innych atoméw
odpowiednio zjonizowanych (tak aby pozostat tylko jeden elektron).

Zaktadamy, ze jadro jest nieskonczenie ciezkie (= nieruchome)
Ruch jadra mozna uwzgledni¢ zastepujac mase elektronu masa zredukowana

Potencjat
Elektron porusza sie pod wptywem centralnej sity kulombowskiej (Z = 1):
1 e?
V() =V = — - —
(r) (r) dmeg 1

= ruch najwygodniej rozpatrywaé we wspétrzednych sferycznych
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Rozwazamy ruch pojedynczego elektronu w polu kulombowskim jadra.
Rozwazanie jest stuszne dla atomu wodoru, ale takze dla innych atoméw
odpowiednio zjonizowanych (tak aby pozostat tylko jeden elektron).

Zaktadamy, ze jadro jest nieskonczenie ciezkie (= nieruchome)
Ruch jadra mozna uwzgledni¢ zastepujac mase elektronu masa zredukowana

Potencjat
Elektron porusza sie pod wptywem centralnej sity kulombowskiej (Z = 1):
1 e?
V() =V = — - —
(r) (r) dmeg 1

= ruch najwygodniej rozpatrywaé we wspétrzednych sferycznych

Podejscie klasyczne
Sita kulombowska jest zachowawcza, E = Ei;, + V jest zachowana
Dla dowolnej sity centralnej zachowany jest tez moment pedu L
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Rozwazamy ruch pojedynczego elektronu w polu kulombowskim jadra.
Rozwazanie jest stuszne dla atomu wodoru, ale takze dla innych atoméw
odpowiednio zjonizowanych (tak aby pozostat tylko jeden elektron).

Zaktadamy, ze jadro jest nieskonczenie ciezkie (= nieruchome)
Ruch jadra mozna uwzgledni¢ zastepujac mase elektronu masa zredukowana

Potencjat
Elektron porusza sie pod wptywem centralnej sity kulombowskiej (Z = 1):
1 e?
V() =V = — - —
(r) (r) dmeg 1

= ruch najwygodniej rozpatrywaé we wspétrzednych sferycznych

Podejscie klasyczne

Sita kulombowska jest zachowawcza, E = Ei;, + V jest zachowana

Dla dowolnej sity centralnej zachowany jest tez moment pedu L
= szukamy stanéw whasnych operatoréw H, [2 i L,

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 10 14 / 34
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Réwnanie Schrodingera
Niezalezne od czasu réwnanie dla stanu stacjonarnego (o okreslonej energii)

2m

A v = £
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Atom wodoru e

Réwnanie Schrodingera
Niezalezne od czasu réwnanie dla stanu stacjonarnego (o okreslonej energii)

A v = £

2m
Wspébtrzedne biegunowe
Wstawiajac postac laplasjanu we wspétrzednych biegunowych:
10 d 1 0 0 1 92
A= (PP )+——"(sin0= )+ —r——
2 or (r ar) T 2 sin0 00 <s'“ ae) T 26 092
dostajemy (wyciagajac %2 przed nawias)

[0 (,0 1 0 /. 0 1 82 e?
“omr [ar ( m)*meae<5'"939)+5m29a¢2}¢‘4mr¢ = E¥
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Atom wodoru L

Réwnanie Schrodingera
Uwzgledniajac posta¢ operatora kwadratu momentu pedu:

12 a<23

[2 2
“ome2 ar \ 8r> win+ 2m r? w(n)

e

— r) = EY(r
il = Eu(?)
Podobnie jak w rozwigzaniu klasycznym, wynikiem zachowania momentu
pedu jest istnienie “bariery centryfugalnej” przeciwdziatajacej zblizeniu sie
elektronu do centrum sity, dodatkowy cztonu energii w réwnaniu radialnym

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 10 16 / 34



pomwodos ]

Réwnanie Schrodingera
Uwzgledniajac posta¢ operatora kwadratu momentu pedu:

e2

WA = Ew()

o (,0 [2
2mr? Or <r 8r> win+ 2m r? w(n)

dteg r

Podobnie jak w rozwigzaniu klasycznym, wynikiem zachowania momentu
pedu jest istnienie “bariery centryfugalnej” przeciwdziatajacej zblizeniu sie
elektronu do centrum sity, dodatkowy cztonu energii w réwnaniu radialnym

Jesli stan v(r) bedzie stanem wtasnym kwadratu momentu pedu

2y) = A-|y)

to powyzsze réwnani stanie sie zwyktym réwnaniem rézniczkowym na
funkcje jednej zmiennej r (znika zaleznos¢ od 0 i ¢)
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Atom wodoru e

Separacja zmiennych
Postulujemy, ze funkcje falowa stanu stacjonarnego mozna zapisa¢ jako

o(r) = ¢(r.0,¢) = R(r) ©(0) ¢(¢)

Przy czym zaktadamy (warunki brzegowe):
e R(r) = 0dlar— oo
o funkcje ©(0) i ®(¢) musza by¢ skonczone
o funkcje ©(0) i ®(¢) musza by¢ periodyczne, np. (¢ + 27) = d(¢)

Dodatkowo oczekujemy, ze funkcja ¢(r) = R(r) ©(0) ®(¢) powinna by¢
nie tylko stanem w’(asnym H (stanem stacjonarnym) ale takze stanem
witasnym operatoréw [2 L,
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Réwnanie azymutalne

Operator sktadowej momentu pedu dziata tylko na zmienng ¢
A .0
Lz = —Ih%

Warunek, zeby rozwigzanie byto stanem wiasnym [, sprowadza sie do
warunku na funkcje ®(¢)

I:z w(r,9,¢) = Lz w(r707¢)

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 10 18 / 34



Atom wodoru .

Réwnanie azymutalne

Operator sktadowej momentu pedu dziata tylko na zmienng ¢
A .0
Lz = —Ih%

Warunek, zeby rozwigzanie byto stanem wiasnym [, sprowadza sie do
warunku na funkcje ®(¢)

I:z w(r,9,¢) = Lz w(r707¢)

—ih;; R(r) ©(0) ®(¢) = L, R(r)©(0) ®(¢)
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Atom wodoru .

Réwnanie azymutalne
Operator sktadowej momentu pedu dziata tylko na zmienng ¢

L, = —iha(zZj
Warunek, zeby rozwiazanie byto stanem whasnym [, sprowadza sie do
warunku na funkcje ®(¢)
L(r,0,0) = L,o(r,0,0)
a2 R(r) ©(0) ®(¢) = L, R(r) ©(0) d(¢)

9¢
0P i
a0 — n?
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Atom wodoru e

Réwnanie azymutalne
Operator sktadowej momentu pedu dziata tylko na zmienng ¢

A ., 0
Lz = —Ih%

Warunek, zeby rozwigzanie byto stanem wiasnym [, sprowadza sie do
warunku na funkcje ®(¢)

I:z Qb(r,e,(ﬁ) - Lz w(ra97¢)
i R(r) ©(0) ®(¢) = L, R(r)©(0) ®(¢)

o
0P i
— = - L, 9
0¢ h
Ogolne rozwiazanie tego réwnania jest postaci:
. L,
o(p) = C M gdziem = -
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Atom wodoru e

Réwnanie azymutalne
Funkcja ®(¢) ma by¢ funkcja cykliczna

d(p+2m)=d(p) = e"M=1
Co oznacza, ze parametr m moze przyjmowac tylko wartosci catkowite

m = 0,+1,+2,...
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pomwodos ]

Réwnanie azymutalne
Funkcja ®(¢) ma by¢ funkcja cykliczna

d(p+2m)=d(p) = e"M=1
Co oznacza, ze parametr m moze przyjmowac tylko wartosci catkowite

m = 0,+1,42,...
Dodatkowo przyjmujac, ze funkcje R(r), ©(0) i ®(¢) powinny by¢
niezaleznie znormalizowane (kazda w swojej zmiennej) otrzymujemy

1.
Pm(e) = Ee'm¢

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 10



pomwodos ]

Réwnanie azymutalne
Funkcja ®(¢) ma by¢ funkcja cykliczna

d(p+2m)=d(p) = e"M=1
Co oznacza, ze parametr m moze przyjmowac tylko wartosci catkowite

m = 0,+1,+2,...

Dodatkowo przyjmujac, ze funkcje R(r), ©(0) i ®(¢) powinny by¢
niezaleznie znormalizowane (kazda w swojej zmiennej) otrzymujemy

1.
Pm(e) = Ee'm¢

Jednoczesnie widaé, ze wartosci wtasne operatora L, sa zkwantowane:

L, = mh
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Atom wodoru =L

Réwnanie biegunowe
Operator kwadratu momentu pedu

- 1 0 0 1 92
2 — 2= = [sing—= -
Bo=-h [sin&@@ (S'”eaa) * sin298¢2}

zalezy tylko od 6 i ¢.
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Atom wodoru e

Réwnanie biegunowe
Operator kwadratu momentu pedu

- 1 0 0 1 92
2 — 2= = [sing—= -
Bo=-h [sin&@@ (Smeﬁﬁ) * sin298¢2}

zalezy tylko od € i ¢. Wykorzystujac znaleziong postac funkcji ®(¢) w
réwnaniu na stan wtasny operatora L2 otrzymujemy réwnanie na ©(6)

1 0 (. 00 m? ©
—SIW% <S|n960> + Sin20 = /(/+ 1) @

gdzie przyjeliémy, ze wartoéci wtasne L2 operatora [2 sg dane przez

[2 = I(I+1) K gdziel=0,1,2,...
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Atom wodoru =

Réwnanie biegunowe
Operator kwadratu momentu pedu

- 1 0 0 1 92
2 — 2= = [sing—= -
Bo=-h [sin&@@ (sm@ae) * sin298¢2}

zalezy tylko od € i ¢. Wykorzystujac znaleziong postac funkcji ®(¢) w
réwnaniu na stan wtasny operatora L2 otrzymujemy réwnanie na ©(6)

1 0 (. 00 m? ©
—SIW% <S|n960> + Sin20 = /(/+ 1) @

gdzie przyjeliémy, ze wartoéci wtasne L2 operatora [2 sg dane przez
[2 = I(I+1) K gdziel=0,1,2,...
Rozwigzaniem na ©(0) sa tzw. stowarzyszone wielomiany Legendre'a
©(0) = Pin(cosb)

rozwiazanie istnieje tylko dla |m| </, czyli m =0,+1,4+2, ...+
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Atom wodoru L

Réwnanie radialne A
Wykorzystujac rozwigzanie problemu wiasnego dla L2 otrzymujemy
réwnanie na funkcje radialna:

R [1d [ ,d I(1+1) e?
I F i (e S - R(r) = ER
2m [r2 dr (r dr) r2 47e r} (r) (r)
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Atom wodoru L

Réwnanie radialne A
Wykorzystujac rozwigzanie problemu wiasnego dla L2 otrzymujemy
réwnanie na funkcje radialna:

R [1d [ ,d I(1+1) e?
I F i (e S - R(r) = ER
2m [r2 dr (r dr) r2 47e r} (r) (r)

Rozwiazania tego réwnania s3 ogdlnej postaci:

Ru(r) = r! Lo(r) e "

gdzie L, to tzw. wielomiany Laguerre'a, a n=1,2,3,...
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Réwnanie radialne A
Wykorzystujac rozwigzanie problemu wiasnego dla L2 otrzymujemy
réwnanie na funkcje radialna:

R [1d [ ,d I(1+1) e?
Sl (el - R(r) = ER
2m [r2 dr (r dr) r2 47e r} (r) (r)

Rozwiazania tego réwnania s3 ogdlnej postaci:

Ru(r) = r! Lo(r) e "
gdzie L, to tzw. wielomiany Laguerre'a, a n=1,2,3,...
Wartosci wtasne energii dla tych stanéw wynosza:

£Eo_ me* __13,6eV
" 32m2egh2 n? n2

Identycznie jak w modelu Bohra!
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pomwodos ]

Liczby kwantowe
Rozwiazania réwnania radialnego wymagaja n > [ + 1.
Funkcja falowa elektronu 1(r) zadana jest wiec przez trzy liczby kwantowe:

o gtéwna liczbe kwantowa: n=1,2,3,... Rni(r)
@ orbitalna liczbe kwantowa: / =0,1,2,...,(n—1) Ry(r) i Pp,(cost)
@ magnetyczna |. kwantowa: m=0,+1,...,+/ Pim(cos0) i @,(¢)
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Atom wodoru e

Liczby kwantowe
Rozwiazania réwnania radialnego wymagaja n > [ + 1.
Funkcja falowa elektronu 1(r) zadana jest wiec przez trzy liczby kwantowe:

o gtéwna liczbe kwantowa: n=1,2,3,... Rni(r)
@ orbitalna liczbe kwantowa: / =0,1,2,...,(n—1) Ry(r) i Pp,(cost)
@ magnetyczna |. kwantowa: m=0,+1,...,+/ Pim(cos0) i @,(¢)

@Z)nlm(F) = Rnl(r) : P/m(COSG) . ¢m(¢)
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Atom wodoru =

Liczby kwantowe
Rozwiazania réwnania radialnego wymagaja n > [ + 1.
Funkcja falowa elektronu 1(r) zadana jest wiec przez trzy liczby kwantowe:

o gtéwna liczbe kwantowa: n=1,2,3,... Rni(r)
@ orbitalna liczbe kwantowa: / =0,1,2,...,(n—1) Ry(r) i Pp,(cost)
@ magnetyczna |. kwantowa: m=0,+1,...,+/ Pim(cos0) i @,(¢)

@Z)nlm(F) = Rnl(r) : P/m(COSG) . ¢m(¢)

Liczba stanéw dla danej wartosci n gtéwnej liczby kwantowej:

n—1

d@+1) =

=0

Stany te s3 “zdegenerowane”, wszystkie maja taka samg wartos$¢ energii.
Tak jak w modelu Bohra, zalezy tylko od gtéwnej liczby kwantowe;.
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Wyktad 10

Vs

@ Powtoki atomowe
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Powfoki atomowe Y

Warsgy s

Stan podstawowy
Dla stanu podstawowego mamy n=1 =/=0 = m=0

Tylko jeden stan z n = 1. Nie ma degeneracji stanu podstawowego!

A.F.Zarnecki

Podstawy fizyki kwantowe;j...

Wyktad 10 24 / 34



Powfoki atomowe Y

Vs

Stan podstawowy
Dla stanu podstawowego mamy n=1 =/=0 = m=0
Tylko jeden stan z n = 1. Nie ma degeneracji stanu podstawowego!

Moment pedu znika = funkcja falowa jest sferycznie symetryczna (!)
Klasycznie nie jest mozliwe znikanie momentu pedu

A.F.Zarnecki

Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 10
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Powtoki atomowe

Varsgy s

Stan podstawowy
Dla stanu podstawowego mamy n=1 =/=0 = m=0
Tylko jeden stan z n = 1. Nie ma degeneracji stanu podstawowego!

Moment pedu znika = funkcja falowa jest sferycznie symetryczna (!)
Klasycznie nie jest mozliwe znikanie momentu pedu

Funkcja falowa stanu podstawowego:

Y100 = e
ra3
0

gdzie parametr ag jest tozsamy z promieniem Bohra:

4 2
2 = Al geng A

m e2

A.F.Zarnecki

Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 10



Powtoki atomowe

Stan podstawowy
Gestos¢ prawdopodobienstwa znalezienia elektronu w punkcie

1
p(r) = iooti00 = —5 €
na

-

H\\‘\\H‘HH‘HH‘HH‘HH‘HH

o
o
2
-
=
op
N
N
o
W)

rla]

Najwieksza gestos¢ prawdopodobienstwa jest w srodku jadral

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 10



Powtoki atomowe =L

Rozktad prawdopodobienstwa
Jesli rozwazamy tréjwymiarowy rozktad prawdopodobienstwa

p(r) = ¢ (Ne(r)

to dla stanu podstawowego ma on maksimum dla r =0

Wydaje sie to by¢ w sprzecznosci z intuicja, ktéra wskazuje, ze elektron
powinien “krazy¢” dookota jadra = zachowywa¢ od niego pewna odlegtos¢

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 10 26 / 34



Powtoki atomowe e

Rozktad prawdopodobienstwa
Jesli rozwazamy tréjwymiarowy rozktad prawdopodobienstwa

p(r) = ¢ (Ne(r)

to dla stanu podstawowego ma on maksimum dla r =0

Wydaje sie to by¢ w sprzecznosci z intuicja, ktéra wskazuje, ze elektron
powinien “krazy¢” dookota jadra = zachowywa¢ od niego pewna odlegtos¢

Jest to jednak problem pozorny!
We wspétrzednych sferycznych element objetosci:

dV = r*sinf@drdddo = r’drdcosf do

Gdybysmy chcieli zmierzy¢ gdzie elektron znajduje sie w atomie to
najbardziej interesowataby nas jego odlegtos¢ od jadra:

p() = [ deost [do s 6 (ule) = 4n p(7)

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 10



Powtoki atomowe

Stan podstawowy

Prawdopodobienstwo znalezienia elektronu w odlegtosci r od jadra

4r? 2r
p(r) = 3 € 0
90
= Wb n=11=0
o E
04
03f
02
01—
00 L ‘0.‘5‘ L :\lw L wll\sw L ‘2‘ ‘2.‘5‘ :\3

rla]

Najwieksza gestos¢ prawdopodobienstwa dla r = ag!

A.F.Zarnecki

Podstawy fizyki kwantowe;j...

Wyktad 10



Powtoki atomowe m=‘m

Stany s
Stany dla ktérych / = 0 (znika moment pedu) nazywane s3 stanami s
Prawdopodobienstwo znalezienia elektronu w odlegtosci r od jadra

~ =
=
= F
o 0}5? n=1 |:0
E n=21=0
0.4
n n=31=0
0.3
0.2
0.1
0 L I} |
0 5 10 15 2

25
r [ao]

Na wyzszych powtokach najbardziej prawdopodobna odlegtos¢ nie jest juz
zgodna z przewidywaniami Bohra. Rozkfad moze mie¢ wiele maksiméw!

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 10 28 / 34



Powtoki atomowe

Stany pi d
Stany dla ktérych / = 1 nazywane s3 stanami p
Prawdopodobienstwo znalezienia elektronu w odlegtosci r od jadra

= 02
2 s n=2 =1
016 n=31=1
0.14—
012
0.1—
0.08 ; /
0.06 ;
0.04—
0.02—

0 | P L
0 5 10 15 20

A.F.Zarnecki Podstawy fizyki kwantowe;j... Wyktad 10 29 / 34



Powtoki atomowe m=‘m

Stany pi d
Stany dla ktérych / = 1 nazywane s3 stanami p, | = 2 to stany d
Prawdopodobienstwo znalezienia elektronu w odlegtosci r od jadra
—~ 02
S osf n=31=0
S n=31=1
0.14—

= n=31=2
0.12F

0.1
0.08f—
0.06[—
0.04f—
0.02[—

o4 \ CL Ll L
0 5 10 15 20

2
r [ao]

Dla ustalonej gtéwnej liczby kwantowej n rozktad radialny zalezy tez od
orbitalnej liczby kwantowe;!
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Powtoki atomowe ,

Rozkfady katowe

Funkcja falowa dla / > 0 zalezy od r i od katéw 6 i ¢.
Gestos¢ prawdopodobienstwa p(r) zalezy od r i 6

(¢ - tylko faza)
Rysunek perspektywiczny, 0$ z skierowana uko$nie!

n=1
=(

m=0

A.F.Zarnecki

Podstawy fizyki kwantowe;j...

Wyktad 10 30 / 34



Powtoki atomowe ,

Rozkfady katowe

Funkcja falowa dla / > 0 zalezy od r i od katéw 6 i ¢.
Gestos¢ prawdopodobienstwa p(r) zalezy od r i 6

(¢ - tylko faza)
Rysunek perspektywiczny, 0$ z skierowana uko$nie!

n=>2
=(

m=0

A.F.Zarnecki

Podstawy fizyki kwantowe;j...
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Rozkfady katowe
Funkcja falowa dla / > 0 zalezy od r i od katéw 6 i ¢.
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Powtoki atomowe

Rozktady katowe

Funkcja falowa dla / > 0 zalezy od r i od katéw 6 i ¢.
Gestos¢ prawdopodobienstwa p(r) zalezy od r i 6
Rysunek perspektywiczny, 0$ z skierowana uko$nie!

(¢ - tylko faza)
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Powtoki atomowe

Rozktady katowe

Funkcja falowa dla / > 0 zalezy od r i od katéw 6 i ¢.
Gestos¢ prawdopodobienstwa p(r) zalezy od r i 6
Rysunek perspektywiczny, 0$ z skierowana uko$nie!

(¢ - tylko faza)

n=3
=0

m=0
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Powtoki atomowe L

Rozktady katowe
Funkcja falowa dla / > 0 zalezy od r i od katéw 6 i ¢.
Gestos¢ prawdopodobienstwa p(r) zalezy od r i 6

(¢ - tylko faza)
Rysunek perspektywiczny, 0$ z skierowana uko$nie!
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Rozktady katowe
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m=0

A.F.Zarnecki

Podstawy fizyki kwantowe;j...

Wyktad 10 30 / 34



Powtoki atomowe —
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Rozktady katowe

Funkcja falowa dla / > 0 zalezy od r i od katéw 6 i ¢.
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Powtoki atomowe L

Rozktady katowe

Funkcja falowa dla / > 0 zalezy od r i od katéw 6 i ¢.
Gestos¢ prawdopodobienstwa p(r) zalezy od r i 6

(¢ - tylko faza)
Rysunek perspektywiczny, 0$ z skierowana uko$nie!

n=4
=0

m=0

A.F.Zarnecki

Podstawy fizyki kwantowe;j...
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Powtoki atomowe e

Tradycyjna notacja stanéw

@ zamiast podawa¢ gtéwna liczbe kwantowa n mozna podaé¢ symbol
powtoki: K, L, M, N,... (dlan=1,2,...)
@ zamiast podawa¢ orbitalna liczbe kwantowa / mozna uzy¢ symbolu
stanu: s, p,d, f, g,... (dla/=0,1,2,...)
dla stanéw wieloelektronowych - duze litery

Stany kwantowe atomu wodoru

ni|l m notacja | powtoka
1|0 0 1s K
210 0 2s L
2|1 -1,0,1 2p

310 0 3s

301 1,0, 1 3p M
3121-2,-1,0,1,2 3d

410 0 4s N
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Wyktad 10

Vs

© Atom Schrddingera vs atom Bohra
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Atom Schrodingera =

Liczby kwantowe
W modelu Bohra stan atomu okreslata jedna liczba kwantowa n

W modelu Schrédingera w ten sam sposéb skwantowana jest energia stanu,
zalezy jedynie od gtéwnej liczby kwantowej n

Ale stanu elektronu opisuja jeszcze dwie dodatkowe liczby kwantowe /i m
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Atom Schrodingera =

Liczby kwantowe
W modelu Bohra stan atomu okreslata jedna liczba kwantowa n

W modelu Schrédingera w ten sam sposéb skwantowana jest energia stanu,
zalezy jedynie od gtéwnej liczby kwantowej n

Ale stanu elektronu opisuja jeszcze dwie dodatkowe liczby kwantowe /i m

Moment pedu
W modelu Bohra jest ustalony przez gtéwna liczbe kwantowa n

L = nh
W modelu Schrédingera moze przyjmowaé rézne wartosci (dla danego n)
L=+vVI2 = n/i(l+1) 1=01,2...n—1
a przy ustalonej wartosci moze zmienia¢ kierunek

L, = mh m=0,+1,+2.../
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Atom Schrodingera -

Ustawienie momentu pedu

Liczby kwantowe / i m ustalaja dtugos¢ wektora i wartos¢ sktadowej L,
Wartos¢ L, jest skwantowana = mozliwe tylko wybrane katy ustawienia
=1
L=+2h L, =—h,0h

z

/=3
L=+/12h, L, =0, +h, £2h, +3h

3h/21
2h/21t
wenp - - - =

\ h/2m

0
1

Zawsze L, < L! Kierunek rzutu L na ptaszczyzne XY nie j

J
W modelu Bohra kierunek L jest dowolny (rozktad ciagty)

A.F.Zarnecki

e

Podstawy fizyki kwantowe;j...

~ onon

-hi2m

-3h/21

est ustalony.
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