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e masa niezmiennicza



Granice podejscia klasycznego

Elektron w kondensatorze
(najprostszy 'akcelerator’ czastek):

Klasycznie:
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Ped czastki I

Potrafimy wytwarzac pola elektryczne
E ~ 10MV/m = 10" V/m
Dla elektronu:
me = 9.1-103'kg = 0.5 MeV/c?
lge] = 1e = 1.6-10"1°C
= a ~ 20m t-c? = 2-10%8m/s?

W podejSciu klasycznym elektron powinien
0siggnac¢ predkosc Swiatta juz po przebyciu
Ar ~ 2.5cm M

= koniecznosc modyfikacji praw ruchu
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Ped czastki

Uogdlnienie praw ruchu DoSwiadczenie mysSlowe
Zatbzmy, ze chcemy zachowac klasyczna Zderzenie dwoch kul o jednakowe] masie m:
definicje sity opartg na Il prawie Newtona O
— L d_p’ \\\\ —
F= RN -V
Oznacza to jednak, ze musimy zmieni¢ L

definicje pedu, bo Newtonowska definicja

ogranicza wartosc pedu od gory (v < ¢)
a przeciez wciaz moga dziatac sity...

Pedy obu kul sg rowne co do wartoSci

Ale moze definicja pedu jest OK, ale przeciwnie skierowane

a definicje sity trzeba zmienic?
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DoSwiadczenie mysSlowe

Przejdzmy do uktadu w ktoérym jedna z

kul porusza sie tylko wzdtuz osi Y:
<7 V2,x

Pedy wzdtuz osi Y powinny byc réwne.
Dwia kule = dwa uktady odniesienia
WYybor jednej z kul tamie symetrie zagadnienia !

Ped czastki

Przesuniecia wzdtuz osi Y nie zmieniajg sie w
transformacji Lorentza, ale zmienia sie czas
w jakim nasteuja.

PredkoS¢ wzdtuz osi Y pierwszej kuli:

A.F.Zarnecki

PredkoS¢ wzdtuz osi Y drugiej kuli:
Vi
Vo, = Y
Y (1462
Vi 1
B = — Y=
¢ \/1 —v2/c?
Czyli:
m V17y 73 m V27y
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Zderzenia ciat I

Czy mozemy z “zasad pierwszych” powiedziec jakie powinno by¢ wyrazenie na ped dla
czastek relatywistycznych?

Wyobrazmy sobie dwie identyczne kule lecgce (w uktadzie O) z predkosciami V7 i V5
wzdtuz osi X:

O t
20000 V. %

0 1 2 3 X

Przyjmijmy, ze w ktoryms momencie ciato 1 dogania ciato 2 i zlepia sie z nim.
Jaka bedzie predkosc ciat po zlepieniu?

Onpoooal Ve
S 0

Klasycznie bytoby to V. = @ co wynikato wtasSnie z zasady zachowania pedu...
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Zderzenia ciat I

Przejdzmy do uktadu odniesienia O’ zwigzanego z powstajacym “zlepkiem”.

Ovpopal aV e V
cios x @& W @

Poniewaz kule sg identyczne z symetrii zagadnienia oczekujemy, ze w uktadzie tym beda
miaty predkosci rowne co do wartosci, lecz przeciwnie skierowane.

Wiemy juz jednak jak sktadajg sie predkosci!

Predkosci w uktadzie O’ wyrazaja sie przez V7 i V>, oraz predkosc O wzgledem O’ (— V)
Ze wzoru na sktadanie predkosci:

V=1 TV =TT
— —5 — 5
C C

(wartoS¢ ujemna predkosci odpowiada zwrotowi przeciwnemu do osi X)
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Zderzenia ciat I

Dla uproszczenia rachunkéw wprowadzmy predkosci wzgledne:

V1 Vi
fr=-—" Br=2 fe=-°
C C

Z warunku, ze wartoSci predkosci w uktadzie O’ powinny by¢ takie same otrzymujemy:

B1—Bc  Be— B2

1 — 51 B¢ 1 — B2 B¢

Po przeksztatceniach:

(B1—=Bc)(1=0208c) = (Be—B2)(1—p1Be)
B1 — 31 Bo Be — Be + B2 32 Be — B1 B2 — Ba + B1 B2 Be

Otrzymujemy réwnanie kwadratowe na (.

(BL+B2) B2 — 2(1+B1B82)Bc + (BL+B2) =0

4
= A =4(1+p182)°-4B1+062)° = 4(1-67)(1—-p63) = A2 2
172
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Zderzenia ciat I

Rozwigzujgc rownanie wyznaczamy

2(1 4+ B1 B2) — =2

= 172
2(81 + 52)

Przeksztalcamy dalej to wyrazenie mnozac licznik i mianownik przez (1 + v»):

_ 1+B162_ﬁd1+72
B1 + B2 Y1+ 72

B ’71-|-72-|-5152’71-|-5152’Y2—%—$2

(B1+ B2) - (71 + 72)

B2 v1+ B5 v+ B1 B2 v1 + 51 B2 o
(B1+ B2) - (71 + 72)

gdzie skorzystaliSmy z zaleznoSci: ~; — % = ~; (1 - i) = ; 57;2

V7
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Zderzenia ciat I

(B1+ B2) - (B1 71+ B2 72)
(B1 =+ B2) - (71 +72)

Ostatecznie otrzymujemy:

Be =

Dla symetrii pomndzmy licznik i mianownik po lewej stronie przez ~..:

Bec Ye _ 81 71 B2 72
Ye Y1 T 2

Wartosc utamka nie zmienia sie jeSli licznik i mianownik pomnozymy przez tg sama liczbe
(M dla lewej] i m dla prawej strony):

Be ve M _ B1v1 m~+ Boyom
Ye M Y1 M Y2 m
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Ped relatywistyczny I

Ale M i m sg dowolne! Mozemy zawsze tak dobrac stosunek ich wartosci,
zeby takze liczniki i mianowniki po obu stronach réwnania byly sobie réwne:

BeveM = [B1yv1m—+Brym

YeM = y1m+y2m
Wychodzac z bardzo ogolnych zatozen otrzymalismy dwa prawa zachowania!
Symetria + zasada wzglednosci + wiasciwy dobor wspoétczynnikdw M i m

Uogolniajac na dowolna liczbe czastek w stanie poczatkowym (inz) i kohcowym (fin):

> Bivimg = ) Bjvymy

1€ JEfin
D Vi > My
icini JjEfin
Czy mozemy zidentyfikowaC poszczegolne cziony?
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Ped relatywistyczny I

W granicy matych predkosci (3 < 1, v = 1) rownania te sprowadzajg sie do

¢y Bim; = Y m;V; = const zasada zachowania pedu
Z. .

7
Zmi
)

const zasada zachowania masy

Whioskujemy, ze relatywistycznym wyrazeniem na ped czastki jest

p = mcyfB = m~yV

Wprowadzone wspotczynniki m sa miarg bezwtadnosci ciat i nazywamy je masa.
Jedng z mas mogliSmy ustali¢ dowolnie - wybor wzorca masy.

Masy pozostatych czgstek mozna nastepnie wyznaczyC w oddziatywaniu ze wzorcem
(z wyprowadzonych praw zachowania).
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Ruch pod wptywem state] sity I

RAwnanie ruchu Rozwigzanie ruchu pod wptywem statej sity
elektryczne] F' = qF:

Chcemy zachowaC klasyczng definicje

Sity oparta na Il prawie Newtona: % _ q& (1— 52)3/2
i dt mc
F = —
dt = dﬁ = g dt
. - (1-p2)32  me
gdzie: P = m~yvU = mcyp _ o ,
1 Catkujemy podstawiajgc 3 = sin u:
T = du qF
/1 — 32 / — —/dt
? _ cos? me
W przypadku ruchu prostoliniowego qF
= tanuy = — -t
F o= (mey ) me
dt me przyjmujac, ze czagstka spoczywataw ¢t = O
dp
— mc 73 E TozsamosSc¢ trygonometryczna:
= przyspieszenie maleje jak v 3 | sinu = tanu
V14 tan2u
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Ruch pod wptywem state] sity

Otrzymujemy rozwigzanie w postaci:

b

at i

B(t) = os |

V14 (at)? |

06 |

B [

gdzie: a = & 04 |

mc i

02 |
W naszym przyktadzie (e~ w polu 1042%) "107 0 e
ns

an~6-109 s71 a1 ~0.17 ns @

W granicy o t > 1: 0"

1 10-2

L=68) =~ 555 0"

nigdy nie osiagniemy 3 = 1 10 :5

Ale: p(t) = mca-t—roSnie ~ t! 10_6

10 ‘

t [ns]
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Ruch pod wptywem state] sity I

2

— 10°¢
Rozwigzujac dalej otrzymujemy: i 10 |
dr c at i 101-1
dt \/1 + (at)? 10 :
10 |
t d(at L :
= e = far = O ST L
(8% \/1+(Oét) 10-6 - ‘2‘1‘ L
10 10 10 1 10 t[ns]
= 5(\/1+(at)2—1) - |
87 — ’,
W granicy o t > 1. It ’ |

0 //
C L \//
o) ~ et —© N
a L

W naszym przyktadzie:
Swiatto wyprzedzi elektron tylko o 5 cm !!! 01 |-

107 10 10 1 10
t [ns]
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Energia relatywistyczna I

Dla ruchu ciata pod wptywem statej sity otrzymaliSmy:

o(t) = g (\/1 + (at)2 — 1)

¢ F
B(t) = a gdzie: = —
V14 (at)? ST me
Mozna zauwazyc, ze: v(t) = \/ 1 = = \/1 + (at)?
1 —B2(t)
2
= a(t) = ch (y—1)

Energia kinetyczna jest rowna pracy wykonanej przez site:

Ep(t) = F-a(t) = mc® (y(t) — 1)

A.F.Zarnecki Wyktad 1V
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Energia relatywistyczna I

Uzyskang zasade zachowania:

Z’yz- m; > = const
()

mozemy wiec przepisac w postaci:

> [mi (v, —1) + my 02} = const
i
Z [ Ep; + Eo; } = const
i
Gdzie: E, = m c¢? (y—1) - energia kinetyczna
Eog = m ¢ - energia spoczynkowa ciata

KoniecznoS¢ wprowadzenia energii spoczynkowe] wynika z otrzymanej postaci zasady
zachowania energii!

Energia catkowita: E =E, + Eg=~-mc?

A.F.Zarnecki Wyktad 1V 15



Energia relatywistyczna I

Wyrazenie na energie kinetyczna

1
E, = mcz(’yl):mcz( 1)

W granicy matych predkosci (5 < 1) korzystamy ze wzorow na rozwiniecie w szereg:

Vide = 1—|—%€—%€2—|—...
1_1|_€ ~ 1—8+€2—|-...
= = 71—62 ~ 1+%62
B=mP (-1 = A4, 6% - 1) = om P = “mV?

Odtwarzamy klasyczne wyrazenie na energie kinetyczng

A.F.Zarnecki Wyktad 1V
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Zasady zachowania energii | pedu I

Wychodzac z reguty sktadania predkosci

(zasada bezwladnosci + zasada wzglednosci),
wykorzystujgc symetrie rozwazanego zagadnienia

E = ~v-m 2 (zasada wzglednosci) oraz mozliwos¢ doboru

wspotczynnikow opisujacych bezwtadnosSc ciata (mase)

otrzymaliSmy:

ZEZ- = Z% m; > = const
¢ ¢ zasada zachowania enegrii

Energia catkowita ciata:

ped ciala:
p=~mV

cp = fry-me?

Xy
|
o | <

Zﬁz‘ — Z%"mz“z’ = const
t v zasada zachowania pedu

Zasady te wyprowadziliSmy dla procesu zderzenia, ale okazuje sie, ze sg one duzo
bardziej ogolne. Zasady te obowigzuja we wszystkich znanych nam procesach!!!
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Zasady zachowania energii | pedu I

Zasada zachowania energii ma jednak swoja “ceng”

o’ »n ‘e

Z zasady zachowania enerqii:

Ec = Ei + Eo
Mc® = 7m02+7m02
M = 2ym

Masa “zlepka” jest wieksza niz suma mas czastek! M > m + m
W Swiecie relatywistycznym przestaje obowigzywac zasada zachowania masy!

Energia kinetyczna zderzajgcych sie czastek zostata zamieniona na energie wewnetrzna,
co jest rownowazne ze wzrostem masy (energii spoczynkowej) “zlepka”.

A.F.Zarnecki Wyktad 1V 18



Energia relatywistyczna I

Energia spoczynkowa czagstki:

Transformacja

P 5 Mozemy zauwazyc, ze:
o — me¢c

E == ’YEQ
pc 6y Eo

Energia catkowita:

E = FE, + B, = m02-7

Wyrazenie na ped:

P = mC/B’Y E = /YEO

W uktadzie wiasnym czastki: cpr = B~ Eo
po = O cpy = O
cpz = 0

Zgodnie z definicja uktadu srodka masy.

Jesli czastka porusza sie wzdtuz osi X':

A.F.Zarnecki Wyktad 1V
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Transformacja

Formalnie mozemy zapisac:
(Po = pox = Po,y — Po,z — 0)

[ B )
Cpx
pr

\ €Dz )

Okazuje sie, ze energia i ped podlegajg, przy zmianie uktadu odniesienia,
transformacji Lorenza identycznej z transformacja czasu i potozenia.

('YEO"I"YﬁCPO,:B\
’YBEO +"YCPO,:B
€ Poyy

\ ¢ Po,z )

[~

v B
0
0

\

Energia relatywistyczna I

2
OO\QQ

O OO
=R O OO

\ ¢ Doz

A.F.Zarnecki
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Masa niezmienicza I

Niezmiennik transformacji

Z definicji czynnika Lorenza Wyrazenie:
. = 1 s = M2c* = E2 — 2,2
[1 _ A2
1-5 jest niezmiennikiem transformacji Lorenza

~2(1— %) = 1 dladowolnego uktadu fizycznego
(nie zalezy od wyboru uktadu odniesienia)

o A2 32,2

2 2 2.2 52 2
8 Eo o B Y Eo — Eo _ .
M = /s - masa niezmienicza uktadu
(masa inwariantna)

E2 — 252 = ;24

Kluczowa wielkoSc w opisie zderzen
relatywistycznych...

niezaleznie od predkosci czastki,

czyli niezaleznie od ukiadu odniesienia
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Energia relatywistyczna

Transformacja Lorenza
Transformacja Lorenza ma zastosowanie do wszystkich czterowektorow:

o czterowektor potozenia (w czasoprzestrzeni): (ct, x, vy, z)
o czterowektor energii-pedu (“czteroped”): (£, cpz, cpy, cp=)

o czteropotencjat pola elektromagnetycznego: (P, A, Ay, Az)
= 19A 3 Y
FEF = —grad® — =5 B = rotA

e roznica dwoch czterowektorow (np. odstep miedzy zdarzeniami, przekaz czteropedu...)

Niezmiennikiem transformacji Lorenza jest “kwadrat” kazdego czterowektora

AP = A3 A" = AF- A2 43— A

e zmiana potozenia = interwal: s 45 = (At)2 — (Az)? — (Ay)? — (Az)?
» energia-ped = masa niezmiennicza: M? = E? — ps — p; — p?

A.F.Zarnecki Wyktad 1V 22



Energia relatywistyczna I

Linie Swiata czastki mozemy zparametryzowac jej czasem wiasnym

X(r) = (ct(r), (7)) = (ct(7),z(7),y(7),2(7))

Czas wtasny jest miarg odlegtoSci czasoprzestrzennej (interwatu) miedzy zdarzeniami

na lini Swiata: dr = \/d(ct)2 —da? — dy? — d2?
Czterowektor energii-pedu
g — (Ea Cﬁ) — (Eana:anyanz)

mozemy zapisat w postaci:

dX (d(ct) dF) d(ct) dx dy dz
mc =

E = mc— = ; — mc » T
dr dr ~dr (dT dr dt d7'>

Nie musieliSmy rezygnowac z klasycznej definicji pgdu. Wystarczy, ze “zwyktg” predkosc
(%) zastapimy “predkoscig” liczona jako pochodna potozenia po czasie wiasnym.

Fundamentalnie nowa jest relatywistyczna koncepcja energii!
£ podlega transformacji Lorentza, gdyz wyraza sie przez czterowektor dX i skalar (niezmiennik) dr.

A.F.Zarnecki Wyktad IV 23



Zderzenia relatywistyczne I

Uktad Srodka masy

Otrzymujemy zwigzki na wspolczynniki

nergia ukradu czgste i B transformacji do uktadu érodka masy:

Ped uktadu czastek: P = ¥, 7;

— masa niezmiennicza M p

g=CF

Jak znalez¢ uktad srodka masy P* = 0 ? g
7= M 2

Wiemy, ze wCMS E* = M P
By = Y

= FEF = M
cP = gy M

obowigzuja zarowno dla pojedynczej
czastki jak i dowolnego uktadu czastek
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